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DEFINICION 1 (ver [4]).
Sean U C R" abierto y o € Nj un multi-indice. Se dice que una funcion
u € Li, (R™) tiene derivada débil de orden « si existe v € Li, (U) tal que:

loc loc
/ u(zx)Dp(x) dx = (—1)l°] / v(x)p(z) d Yo e CxrU).
U U

En tal caso, se dice que v es la derivada débil de orden o de u y se anota
v = D%u.

Esta es una buena definicién en el sentido que si v; y vs son derivadas débiles
de u de orden «, entonces v1 = vy en casi todo punto (ejercicio).

EJEMPLO 1.
La funcién w : (0,2) — R definida por:

w(z) = r si 0<azx<1,
Tl k osi 1<z <?,

admite derivada débil de primer orden si y sélo si £ = 1, en cuyo caso, la derivada
débil esta dada por:

(@) = 1 st O<z<1,
10 st l<o<2

Demostracion. Consideramos primero el caso k = 1 y observamos que v € Llloc(O7 2).
Ademés, para p € C2°(0,2), se tiene:

/02 u(z)' (z) dr = /01 z¢' (x) dx + /12 o' (z) dx.

Entonces, integrando por partes el primer término del lado derecho y usando que
©(0) = p(2) = 0, obtenemos:

/ (o) (2) dr = - / o) da = / ? o(@)olz) da.

Luego u admite derivada débil de primer orden, siendo u' = v.

Consideramos ahora el caso k # 1 y suponemos, por el absurdo, que existe v €
L,.(0,2) tal que v" = u en sentido débil. Entonces, para cualquier ¢ € C°(0,2) se
tiene:

- /02 v(z)p(z) de = /02 uw(x)y' (z) de = /01 zy' (z) dzx + ki/l2 o' (z) dx
—(-0p) - [ oty )
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Ahora consideramos una sucesion {¢, }men de funciones uniformemente acotadas en
C°(0,2) tal que ¢, (1) = 1 para todom € Ny lim ¢,,(x) = 0 para todo z € (0, 2),
m—00

x # 1. A partir de (1)), obtenemos:

1 2
/0 Om(x)dx — /0 v(2)pm(z)de =1 -k, (2)

para cualquier m € N. Haciendo m — oo en se llega a una contradiccién, ya que
el lado izquierdo tiende a cero. Luego, u no admite derivada débil si k #£ 1.

e N

DEFINICION 2 (ver [4]).
Sea U C R™ abierto, y sean k € N y1 < p < oco. Se define el espacio de Sobolev
WFP(U) como el espacio normado:

WEP(U) = {u € LP(U) : D*u € LP(U) para todo a € N2 con |a| < k},

con la norma

1/p
Z | Dul® si 1< p<oo,
o] <k
lullbp =
> ID% | si p =00,
la| <k

EJEmMPLO 2.
Siue WkP(U) y a,8 € NP son dos multiindices tales que |a| + |3| < k, entonces
Doy € Wk=lelr(U) y DP Doy = DBy,

Demostracion. Vamos a probar:

/ Du(z) DPop(a) dr = (~1)19 / o(2) D+ () da Ve e Co ),
U U

lo cual nos dard D% € Wk=*P(U) y DP D = D**Puy.
Sea ¢ € C(U). Como u € WFP(U) y |a| < k, sigue que u € Wlelr y

/ Du(z)DPp(x) de = (—1)le / w(x)D*DPp(z) da = (1)1 / u(z) D*TPp(z) d,
U U U
puesto que Dy € C2°(U). Similarmente, como u € W*?(U) y |a| + |B| < k, resulta:

/u(x)Da+'8g0(m)dx:(—1)‘“|+|ﬁ‘/ o(x) D Pu(z) da.
U U

Entonces,

/Dau(:z:)Dﬁcp(z)dx:(71)“"'(71)'0“*'5'/ o(z) D Pu(z) dx
U U

:(4)\5\/1]90(3;)0%%(1:) dz.
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TeOREMA 1 (Densidad de las funciones suaves, ver [1]).

Sea U C R™ abierto con frontera de clase C* y seal < p < co. Las restricciones
a U de las funciones en C°(R™) son densas en WHP(U).

TEOREMA 2 (Teorema de traza, ver [1]).
Sea U C R™ abierto y acotado con frontera de clase C', y sea 1 < p < oo.
Eziste un operador lineal y continuo

Tr: WhP(U) — LP(0U),

tal que Tr(u) = uly, para toda w € C(U)NWHP(U).

La imagen Tr(u) de u € WP (U) se denomina “traza” de u en OU.

DEFINICION 3 (ver [4]).

Sea U C R™ abierto, y sean k € N y 1 < p < co. Se define el espacio Wéﬂ’p(U)
como la clausura en W*P(U) de las funciones infinitamente diferenciables con
soporte compacto contenido en U, es decir,

whrw) =cz@) .

\

TEOREMA 3 (Caracterizacién de las funciones en W, *(U), ver [1]).

Sean U C R™ abierto y acotado con frontera de clase C* y 1 < p < co. Una
funcion u € WhP(U) satisface Tr(u) = 0 si y sélo siu € WyP(U), es decir, si
y sélo si existe una sucesion {uxren C C°(U) tal que up, — u en WHP(U).

EJEMPLO 3. Sea U C R™ abierto y acotado con frontera de clase C.

1. (Férmula de integracién por partes) Para toda u € WLYP(U) y toda v €
WLP(U), se tiene:

/ udiv = —/ vO;u —|—/ Tr(uw)Tr(v)n, Vi=1,...,n, (3)
U U U

donde n; es la i-ésima componente del campo normal exterior unitario n a la
frontera de U y p’ es el exponente conjugado de p.

2. (Férmula de Green) Para toda u € WP (U) y toda ¢ € CL(R™,R"™), se tiene:

/(i) Vu = —/ udiv((;ﬁ)—i—/aUTr(u)gén. (4)

Demostracion.

1. Notar que todos los términos en estan bien definidos para u € WP(U) y
v € WHP(U) (ejercicio, usar la desigualdad de Hélder y el teorema de traza).

Usando que las restricciones a U de las funciones en C°(R™) son densas tanto
en WHP(U) y como en WP (U), vemos que existen {u}ren, {vk}ren C
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C(R™) tales que up — w en W P(U) y vy — v en W' (U). Como se
verifica para funciones en C'°(R™), se tiene:

/ U = —/ V0 U, +/ URVETY; Vi=1,...,n,
U U U

para todo k € N. Para obtener basta hacer & — oo miembro a miembro
de la expresién anterior, como se muestra a continuacién.

Como uy, — u en WHP(U), se tiene que ux — u y djux — d;u en LP(U).
Ademids, por la continuidad del operador de traza, también se tiene que
Tr(ug) — Tr(u) en LP(OU). Como Tr(uy) = uy sobre OU para todo k € N,
podemos escribir la tltima convergencia simplemente como wuy — Tr(u) en
LP(dU). De forma ansloga se tiene vy, — v y divp — v en L' (U), y
vp — Tr(v) en L (9U). Luego,

upO;v,  —  u0;v en Ll(U)7
vpOjur,  —  voju en Ll(U),
ugvgn;  —  Tr(w)Tr(v)n; en L'(0U),

de donde se tiene la convergencia buscada.
. La prueba es andloga a la hecha en el item anterior: Consideramos {uy }ren C
C°(R™) tal que uy, — u en WHP(U), notamos que () vale para cada uy:

/U¢~Vuk:—/Uukdiv(¢)+/8Uuk¢n,

y finalmente pasamos al limite cuando k£ — co. Para esto ultimo usamos que
up — uy Vug — Vu en LP(U), y que uy, — Tr(u) en LP(9U).

TEOREMA 4 (Rellich-Kondrachov, ver [1]).
Sea U C R™ abierto y acotado con frontera de clase C', y sea 1 < p < 0o. Si
{ur}ken es una sucesion acotada en WHP(U) entonces existen u € WHP(U) y
{ur, }jen subsucesion de {uy}ren tales que:

1. up, = u en LP(U).

2. [[Vullp, < lminf || Vug,|[,.

TEOREMA 5 (ver [3]).
Sean U C R™ medible y 1 < p < 00. Si up, — u en LP(U) entonces existen
g € LP(U) y {ug, }jen subsucesion de {uy}ren tales que:

1. lim ug,(z) — u(x) para casi todo x € U.
J—00

2. |uy, (z)| < g(x) para casi todo x € U y para todo j € N.
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EJEMPLO 4. Sea U C R”™ abierto y acotado con frontera de clase C'*. Para todo ¢ > 0
existe una constante ¢ > 0 tal que:

lullz < e llullz + ellulx YueWh(U).

Demostracion. Suponemos, por el absurdo, que existe g9 > 0 tal que para todo k € N
existe v, € WH2(U) que verifica:

[orll2 > eollvkllrz + Ellvkll1: (5)

Consideramos k € N y observamos que v # 0. Entonces podemos dividir miembro
a miembro por ||vg||2 v asi obtenemos que ug = vy /||vk||2 satisface:

1> eollugllr,2 + kllugll1- (6)

A partir de (6) vemos que ||ugll1,2 < 1/eq, por lo que deducimos que {ug}ren es
acotada en W12(U). Usando ahora el teorema de Rellich-Kondrachov, obtenemos
que existen u € WH2(U) y una subsucesién de {uy }ren, a la cual también denotamos
por {ug}ren, tales que ux — u en L?(U). Como U es acotado, esto implica que
u, — u también en L'(U). Usando () nuevamente, vemos que [lug|, < 1/k, por lo
que deducimos que u; — 0 en L*(U). Entonces, u = 0.

Por otro lado observamos que |lug||2 = 1 para todo k,e donde sigue que ||uljs = 1 ya

que uy — u en L2(U). Esto contradice que u = 0.
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