ECUACIONES DIFERENCIALES A /B - 2020 (segundo cuatrimestre)
DOCENTES: NICOLAS SAINTIER - ANDREA CERETANI - MARTIN COMPLETA
UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES

MATERIAL COMPLEMENTARIO
TEMA: TRANSFORMADA DE FOURIER

En todo lo que sigue, las funciones se consideran a valores complejos.

DEFINICION 1 (Transformada de Fourier, ver [1]).

Sea f € L*(R™). La transformada de Fourier de f es la funcion f R —>C
definida por:

fy)= [ fla)e ™ de.
R7Z
Aqui, i es la unidad imaginaria y e** = cos(z) + isin(z) para z € R.

El operador que a cada funcién le asigna su transformada de Fourier se anota

F. Asi, Ff = f.

TEOREMA 1 (ver [1] v [2]).
La funcién G : R™ x (0,00) = R definida por:

Gz, t) =t /2Tl (1)
tiene la siguientes propiedades:

1. / G(z,t)dx =1 para todo t > 0.
2. / G(z,t)dx — 0 sit — 0%, para todo 6 > 0.
x| =0
3. Gy — a,t) = Flz — e2imeoe=t7121*) () para todo y, o € R™ y todo t > 0.
La funcién K : R™ x (0,00) — R definida por:

K(z,t) = G(z,4nt),

se conoce como nucleo del calor.

EJEmpPLO 1.
Se dice que una funcién f : R — C tiene “crecimiento moderado” si es continua y
existe una constante A > 0 tal que:

A

< — \4 R.
=T ve

/()

Notar que si f tiene crecimiento moderado entonces f € L'(R) y por lo tanto tiene

sentido considerar su transformada de Fourier f.
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1. (Férmula de multiplicacién) Si f y ¢ tienen crecimiento moderado entonces:
[ #@ita) de= [ falgo
R R
2. (Férmula de inversién) Si f y f tienen crecimiento moderado entonces:

f(z) = /R fwye vy veeR. 2)

Demostracion.
1. Comenzamos escribiendo:
[ @it ds = [ 5ia) ( [ stwezm dy) do= [ [ f@gwe > dy e
R R R RJR
(3)
Definimos F : R2 — C por:
F(z,y) = f(x)g(y)e > ™.

Usando que:

[IF@yld <low)| [ 1@ de =@l Yy e,
R R

obtenemos:

A(/D{F(xvy)ldHU) dy Sllflll/ng(y)ldy= £l llglla-

Luego, F € L*(R™ xR") (teorema de Tonelli) y por lo tanto es posible intercambiar
el orden de integracién (teorema de Fubini) en la tltima integral en . De este
modo, se tiene:

[ s = [ g ([ s@e=mras)an= [ foama

2. Vamos a probar que:
f*xG(Gt) = f puntualmente en R si ¢ — 0, (4)

donde G es la funcién definida por . Esto, junto con la propiedad (ver Practica
3):
_ 62i7rwz —trz?

Gy —z,t) = 0(y) para v(z) e ,
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y la férmula de multiplicacién demostrada en el item anterior, nos daré el resultado
que buscamos. En efecto, para z € R se tendra:

t—0

@) =t [ 1)G =) dy = Jimy [ )Gy = a.0)dy

t—0

=ty [ )it dy = Jiw [ Fw)otu) dy

t—0

— tin [ Fere ™ ay = [ f)e i e ay
R R t—0
= / Fy)e* ™ dy.
R

El intercambio del limite con la integral sigue del teorema de la convergencia do-
minada, ya que:

i) lim f(y)e ™ e ™" = f(y)e* ™ para todo y € R,

ii) |f(y)eX™¥e—t7v"*| < |f(y)| para todo y € R, siendo | f| integrable en R.
Veamos entonces que vale . Para x € Ry t > 0 dados, se tiene (ver Teorema :
(726 0)0) = 1) = | [ e =)t dy ~ ) [ Gty

< / @ —y) — F(@)|Cly.t)dy.

Ahora consideramos € > 0 y observamos que, por la continuidad de f en z, existe
0 = d(x) tal que:

[fx—y) = flx) <e si fyl <o

Ademés, notamos que |f(z)| < A para todo x € R. Entonces,
[(f +G(-,1)(x) = f(=)]
<[ We--r@lcw 0+ [ i@y - @60 dy
lyl<é

ly|>o

< 6/G(y,t) dy +2A G(y,t)dy
R |ly|>d

=c+24 G(y,t) dy.
ly|>6

Haciendo ¢ — 0 obtenemos:

lmsup [(f * G(-1))(x) — f(z)| <e.

t—0

De la arbitrariedad de € > 0, sigue que vale (4).
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EJEMPLO 2.

1. Seaa > 0. La funcién f definida por f(z) = el tiene crecimiento moderado
y su transformada de Fourier estd dada por:

2 2a
== eR. 5
W =57 org? ! (5)
2. Paraa >0y x € R se tiene:
> cos(zx) T _alz

Demostracion.

1. Para ver que f tiene crecimiento moderado basta observar que
(14 z2)e~l=l 0 si |z| = oo.

Un célculo directo muestra que la transformada de Fourier de f estd dada
por . En efecto, para y € R, se tiene:

A ) 0 ) 400 A
f(y) _ / efa\z|672z7ra:y dr = / 6(7217ry+a):1: dx +\/ e(*ZMryfa):c da
R . o

0 +oo

o(—2imy+a)z o(—2imy—a)z 1 1
- 2Ty +a |_ —2iTy —a |, - —2iry +a + 2y + a
2a
T2 (2my)?

2. Como f y f tienen crecimiento moderado, vale la férmula de inversién (ver
en el Ejercicio 1-2). Entonces,

£ i 2 )
f(:l?) = /f(y)eQZﬂ'zy dy/ﬂg(M) 6217r:1:y dy

_/2acos(27r:cy)d / 2a,sin(27rxy)d
e @ 2y v a2+ (2my)?

Observando que f es una funcién a valores reales, resulta:

/2@2005(2ﬂ$y) dy = el
r 0+ (2my)?

Haciendo el cambio de variables 2wy = 2 se obtiene @

DEFINICION 2 (Clase de Schwartz: Funciones de decrecimiento rdpido, ver [1]).
Se define la clase de Schwartz S(R™) como el conjunto de todas las funciones
f € C™®(R"™) tales que:

sup (14 |z|")|DYf(z)] < oo para todo k € Ng y todo multi-indice a € Ny.
zeR™
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TEOREMA 2 (ver [1]).
Para todo 1 < p < oo se tiene S(R™) C LP(R™).

TEOREMA 3 (Identidad de Plancherel, ver [1]).
Si f € S(R™) entonces ||fll2 = || fll2-

EJEmPLO 3.
Si f,g € S(R™) son funciones a valores reales, entonces:

f@)glx)de = | fy)g(y)dy.
Rn Rn

(7)

Demostracion. Primero observamos que f + g, f — g € S(R™). Entonces, usando la

identidad de Plancherel para f + gy f — g, obtenemos:
[ ztgegao= [ (72 )
[ (2 =2pgrgyin= [ (=254 ) dn

Restando miembro a miembro estas igualdades .

-

DEFINICION 3 (Antitransformada de Fourier, ver [1]). )
Sea f € L*(R™). La antitransformada de Fourier de f es la funcién f : R — C
definida por:

f)= | s

El operador que a cada funcién le asigna su antitransformada de Fourier se
anota F~1. Asi, F~1f = f.

TeOREMA 4 (La transformada de Fourier en la clase de Schwartz, ver [1]).
El operador F es una biyeccion de S(R™) en S(R™) y su inversa es F 1.

Més generalmente, si f, f € L*(R") entonces f = F~Lf (ver slides de teorfa).

TEOREMA 5 (ver [1]).
Si f,g € L*(R™) entonces F(f *g) = f §.
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EJEMPLO 4.
Si f,g € S(R™) entonces fg € S(R") y f*g e S(R™).

Demostracion. Veamos primero que fg € S(R™). Como f,g € C>°(R") se tiene que
fg € C*(R™). Consideramos ahora j € Ny y o € Nj. Usando la férmula de Leibniz,
obtenemos:

Dfg =" (g) D fD*~y,
B<a

donde 8 < «a se entiende componente a componente y
@ o!
=——— donde ~!'=my!...y,! para = .

Combinando esto con que D #g € & € L>(R") para cada 3 < a, obtenemos:

sup (1+ 2))|D* fg(z)] < 3 (g) sup (1+ [a}) | D? £ ()| D*~P ()|
rER™ B<a rER™

<> (g) HD"“BgIIooxseuﬂg(l +[z))| D7 f(2)].

Bl
Notando que la suma sobre 8 < « es finita y usando que f € S(R™), se tiene:

sup (1 + |z|7)[ D fg(z)| < oo.
r€ER™

Luego, fg € S(R™).

Veamos ahora que f * g € S(R™). Primero, observamos que
F(f*g) = fg € SR,
ya que f, § € S(R™). Entonces,
FF(fxg) =F 'fge SR,

dado que F es una biyeccién de S(R™) en S(R™). Finalmente, notamos que F~1F(f x
g) = f *g ya que tanto f % g como su transformada f§ pertenccen a L*(R™). Por lo
tanto, f* g € S(R™).

Otra forma de probar que f % g € S(R™) es comprobando mediante un célculo
directo que f * g es la antitransformada de Fourier de una funcién en S(R™), como
veremos a continuacion. Para x € R" se tiene:

(Fra)@) = [ Sz —ydy= | F@)h(y) dy,
donde h : R — C estd definida por h(y) = g(z + y). Para obtener la segunda

igualdad hemos usado que h(y) = h(—y) para todo y € R", ya que h € S(R") (ver
Préactica 3). Usando ahora la férmula de multiplicacién (ver Ejemplo 1) junto con que
h(y) = §(y)e*™ ¥ para todo y € R"™ (ver Prictica 3), obtenemos:

(f*g)(x) = . fW)glz —y)dy = . FW)a(y)e* ™ dy = F(f§) ().
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Sélo resta observar que f§ € S(R") ya que f,§ € S(R™).

s ~

TEOREMA 6 (ver [1]).
Sean f € CY(R") y j€{1,...,n}. Si 9y, f € L'(R™) entonces:

F(0s,f) () = 2imy; f(y)  yeR™

Como consecuencia, si f € C?(R") es tal que f, Oz, [ 33],]” € L*(R™) entonces:

F(021) () = @imyy)fy) = —an*2f(y)  yeR™.

EJEMPLO 5.
Usar el método de la transformada de Fourier para hallar una solucién explicita del
siguiente problema de valores iniciales para la ecuacién del calor:

uy=Au en R" x (0,00), u=f en R"x {0}, (8)
donde f € S(R™).

Resolucion. La estrategia que seguiremos consiste en determinar una solucién formal
explicita y luego verificar que la misma resuelve el problema.

Notacién: Para ¢t > 0 fijo, anotamos F(v(-,t)) simplemente como (-, t).

Paso 1 (solucién formal). Suponemos que existe una solucién u. Aplicando la trans-
formada de Fourier miembro a miembro de la ecuacién del calor para cada t > 0 fijo,
obtenemos:

(€, t) = —4m?|EPa(g,t)  EER™ >0,

Y aplicando la transformada de Fourier miembro a miembro de la condicién inicial,
obtenemos:

a€,0) = f(§)  feR™

Asi, para cada £ € R"™, se tiene el siguiente problema de valores iniciales para (&, -):

Oy, t) = —Am?lEffa(E,t)  t>0, a(€,0) = f(€).

Resolviendo este problema, obtenemos:

(g, t) = f(Qe I gerr t>0. (9)

Usando ahora que e—4m el = K’({,t) para £ € R™ y t > 0 fijo, donde K es el
fiucleo del calor (ver Teorema [1}3), vemos que:

(&, t) =F(f« K(-,1))(&) EeR™ t>0.

Aplicando la antitransformada de Fourier miembro a miembro de la ultima expresién
para t > 0 fijo, obtenemos:

1
W . (z)ef|m7z\2/4t dz x € Rn, t>0. (10)

7
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Paso 2 (andlisis de la solucién formal). Vamos a probar ahora que, para f € S(R™),
la funcién definida por satisface la ecuacion del calor y converge uniformemente
a f si t — 0. Entonces, extendiendo la definicién de v a R™ x [0, 00) por u(-,0) = f,
se tiene que u resuelve el problema. Ademés, u € C®°(R™ x [0, 00)).

Primero observamos que para todo t > 0 se tiene u(-,t) € S(R™), ya que u(-,t) es
la convolucién de dos funciones en S(R™). En particular, esto implica que u estd bien
definida en R™ x (0, c0).

Usando que F es una biyeccién de S(R™) en S(R™) con inversa F !, obtenemos:

w(z,t) = [ fOK(E D™ de zeR™, t>0. (11)
]R'n.

Definimos la funcién F : R™ x [0,00) x R™ — R por
F(z,t,6) = f()K (& e,
y observamos que F' tiene las siguientes propiedades:
i) Para todo £ € R", F(-, -,&) € C®°(R"™ x [0, +00)).
ii) Para todo (z,t) € R™ x [0,00), F(x,t, - ) es medible.
iii) Para todo k € Ny y todo multi-indice a, se tiene:

DSOFF(t,2,€) = (2im€)* (—4m2[¢|2)k f(&)e 4 Pt e2imes e e R, ¢ > 0.

En particular, a partir de iii) se obtiene:
IDSOFF(t,,)| < (2r[e)*T2F|f(&)] @ &eR" t20,

siendo & ~ [€]1*1+2k| f(£)| integrable en R™ ya que f € S(R™).

Entonces, usando el teorema de la convergencia dominada obtenemos que u €
C*®(R"™ x [0,00)) y que sus derivadas se obtienen derivando bajo el signo integral.
Ademas,

limu(e,t) = | O MmKE 0™ de= | f©)* dg = [ (),

t—0

ya que }in% K (&,t) = 1. Finalmente, observamos que:
—

Orulw,t) = | FEOK(E1)e " dg

— S—

FOR(E1) (—arlee?e7) d

R

FOK(E, 1) (Age®™™) de

R'n.
= Au(x, ),

para todo (z,t) € R™ x (0, 00).



SAINTIER, CERETANI, COMPLETA

Referencias

(1] J. Fernédndez Bonder. Ecuaciones Diferenciales Parciales. Departamento de Matemética, FCEN-
UBA, 2015.

[2] R. Shakarchi E. Stein. Fourier Analysis: An Introduction. Princeton University Press - Princeton
and Oxford, 2002.

[3] L. Ward M. C. Pereyra. Harmonic Analysis. From Fourier to Wavelets. American Mathematical
Society. Institute for Advances Studies., 2012.



