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MATERIAL COMPLEMENTARIO
TEMA: RESULTADOS PRELIMINARES

TEOREMA 1 (Teorema de la convergencia dominada, ver [3]).
Sea U C R™ con medida positiva. Si {fi}ren es una sucesion L*(U) que veri-

fica:
1. kh'm fi(z) = f(x) para casi todo x € U,
—00

2. |fr(z)| < g(z) para casi todo x € U y todo k € N, para alguna g € L*(U),

entonces,

h'm/fkdm:/fd:v.

TEOREMA 2 (ver [2]).
Sean U C R™ con medida positiva y 1 < p < 0o. Si {fi}ren es una sucesidn
en LP(U) que verifica:

fe — f en LP(U),
k—o0
entonces existen g € LP(U) y { fx, }jen subsucesion de { fr}ren tales que:
1. lm fy, (v) = f(x) para casi todo x € U,
j—o0o

2. | fx; (x)| < g(x) para casi todo x € U y para todo j € N.

EJEMPLO 1.
Sean U C R™ abierto y acotado, 1 <p<ooyl<¢g<oo. Sia:R — R escontinuay
existe C' > 0 tal que:

la(t)| < C(|t|P/9 +1) para todo t € R, (1)
entonces el operador A : LP(U) — L(U) definido por:
(A()(@) = a(u(z)) para z€U y ue (D),
es continuo.

Demostracion. Veamos primero que A estd bien definida, es decir, que dado u € LP(U)
se tiene A(u) € L9(U). Usando la definicién de A junto con la condicién de crecimiento
y la desigualdad:

(a4 )7 <297 a +b7) a,b >0, (2)
obtenemos:

w)) ()] dx u(z) P4 7 dx q-1 u(x)|P T.
/U|<A<>><>|dsc/U<|<>| 1+1>d§2 c/U<|<>|+1>d
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Usando ahora que w € LP(U) y que U es acotado, se tiene que A(u) € LI(U).

Veamos ahora que A es continua. Para ello vamos a probar que:

uy —> u en LP(U) implica A(ux) — A(u) en LI(U). (3)

k—o00 k—o00
Consideramos {uy,} C LP(U) convergente a u € LP(U). Por el Teorema[2] sabemos
que existen g € LP(U) y {uy, } jen subsucesion de {u}ren tales que: 1) lim wuy, (x) =
Jj—o00

u(r) para casi todo x € U, y ii) |ug, (z)| < g(z) para casi todo x € U y todo j € N.
De i) y la continuidad de a, se tiene:

Iim [(A(ur,))(z) — (A(u))(2))|? =0 para casi todo z € U.

j—o0

Combinando ii) con la condicién de crecimiento (1) y usando nuevamente la desigual-
dad , obtenemos:

|(A(ur; ) () = (A(w)) ()] < (Jaur; (2))] + |a(u(z))])?
< 297 (Ja(un, (2))| + la(u())|7)
< 297 (Jug ()[4 + 1) + (Jul@) /¢ + 1)7))
< 2207 (fug, @) + fu2)? +2)
< 220V (jg(@)]” + [ul(@) [P +2),
para casi todo z € U, siendo 224~V (|g|P + |u|P +2) € L} (U) ya que u € LP(U) y U

es acotado.
Entonces, por el teorema de la convergencia dominada tenemos que:

A(ug;) — A(u) en LYU). (4)

j—oo

A continuacién veremos que (4)) implica la convergencia de toda la sucesion { A(ug) }ren
a A(u) en LI(U).

Supongamos, por el contrario, que esto no ocurre. Entonces, dado € > 0 existen
I € Ny {A(uk,)}ien subsucesion de {A(ug)}ren tales que:

| A(ug,) — A(u)|l > ¢ paratodo > 1. (5)

Razonando del mismo modo que antes pero cambiando uy — uw por ug, — u, se tiene
que existe una subsucesion {u, hien de {ug, }ien para la cual

Alug,) — A(u) en LYU). (6)

l—o0

Notando que {A(ug,, ) }ien es subsucesién de {A(ug,)}ien se ve que (6) contradice (f).

q
Nota. La desigualdad (2)) surge de escribir (a+b)? = 2¢ (%—l—%) y de usar la convexidad
de la funcién z? en [0, +00) (ya que g > 1).
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DEFINICION 1 (ver [1]).

Sea U C R™ no vacio. Anotamos U para indicar la clausura de U en R™ y
escribimos V. CC U siV C U y V es compacto.

El soporte de una funcion continua f : U — R se define como

sop(f) == (@ € U< f(a) £ 0},

y se dice que [ tiene soporte compacto contenido en U si sop(f) CC U. Esto
altimo se anota f € C.(U).

EJEMPLO 2.
Sean f € C.(R")y g € L} .(R™). Probar que f g estd bien definida para cada x € R"

loc

y que f*g € C(R™), donde

(fxg)(z):= . flx—y)g(y)dy para =z €R"

Demostracion. Veamos primero que f g estd bien definida, es decir, que dado x € R™
se tiene (f * g)(z) < oo.

Es sencillo comprobar que el soporte de la funcién f definida por f (y) = fz—y),
y € R", es el conjunto = — sop(f) = {x —y :y € sop(f)}. A modo de ejemplo, damos
la prueba de sop(f) C x — sop(f), la otra contencién se pueba de manera similar:

Si z € sop(f) entonces existe una sucesién {z bxen tal que zp — 2y f(zx) # 0
para cada k. Luego, la sucesién {yi }ren definida por yy, := x — zi, verifica y, — = — 2
y flyr) = f(zk) # 0 para cada k € N. Entonces ¢ — z € sop(f). Notando que
z=x — (v — z) vemos que z € x — sop(f).

Usando ahora que sop(f) = x — sop(f) y que sop(f) es compacto, se tiene que
sop(f) también lo es. Combinando esto con la continuidad de f se obtiene que existe
M = M(x) >0 tal que |f| < M en sop(f).

Luego,

(Fro@l< [ FWlslar<ar [ oy

Como g € L}, _(R"), se tiene que (f * g)(z) < oo.

loc
Veamos ahora que f % g es continua. Para ello vamos a demostrar que xzx — =
implica (f * g)(xx) = (f * g)(x) para cualquier z € R™.
Primero observamos que:

\(f*g)(xk)—(f*g)(x)lS/Klf(ﬂf—y)—f(xk—y)llg(y)ld% (7)

donde K C R™ es un conjunto compacto que contiene a x — sop(f) vy xx — sop(f) para
todo k € N (ver nota al final del ejemplo). Basta entonces probar que el lado derecho
de tiende a 0 cuando k — oo.

Como f es continua y tiene soporte compacto, resulta que f es uniformemente
continua en R™. Luego, dado un € > 0 existe § > 0 tal que:

|f(2) = f(")| <e  paratodo z, 2 € R" tales que |z — 2'| <.
3
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Tomando z = x — y, 2’ = x; — y tenemos |z — 2’| = |z — z|. Entonces, eligiendo
k suficientemente grande, digamos k > kg, de manera que |z — x| < 4, obtenemos:

lflx—y)— flzr—y)| <e para todo k > kg y todo y € R"™.

Por lo tanto, para k > kg resulta:

/ @ —y) — flan—y)llgly)ldy < ¢ / l9(v)| v,
K K

de donde sigue la convergencia buscada puesto que g € L} (R™).
Nota. Una posibilidad para construir K es la siguiente: Ya sabemos que K := x —

sop(f) es compacto. Escribimos:
ay — sop(f) = (v, — @) + (z — sop(f)) = (wx — ) + K

y recordamos que la sucesion {x; —x}, es acotada (por ser convergente) o sea |x),—x| <
C para todo k. Podemos entonces tomar K = {y € R" : dist(y, K) < C}.

e N

TEOREMA 3 (Teorema de Tonelli, ver [2]).
Sean U,V C R"™ medibles. Si f : UxV — R es medible y no negativa entonces,

/vaf(x’y)d(m»wZ/U(/Vf(w,y)dy> d:cz/v</Uf(:c,y)dm) dy.

TEOREMA 4 (Desigualdad de Holder, ver [2]).
Sean U C R™ medible y1 <p<oo. Si fe€ LP(U)yge LP (U), donde p' es el
exponente conjugado de p, entonces fg € L*(U) y:

gl < I fllpllgllp-

\

EJEMPLO 3. (Desigualdad de Young)
Si fe L' (R") yge LP(R"), donde 1 < p < oo, entonces f * g € LP(R") y:

1+ gllp < 1712 llgllp- (8)

Demostracion. Sean f € L*(R") y g € LP(R™), donde 1 < p < oo.

Caso p = oo Para todo = € R", se tiene:

flxz—y)g(y) dy S/ |f(x—y)g(y)|dy < ||g||oo/ |f(x —y)|dy = [|gllecl fl1-
R n Rn

Luego, f * g € L>(R™) y se verifica (g).

Caso p =1 Usando el Teorema de Tonelli, obtenemos:

/.

. f(:r—y)g(y)dy‘ dr < /Rn (/Rn If(w—y)lg(y)ldy> dx

< [ ([ ise-lawias)as= [ ([ 1= las) ol
= [ ([ 1r@lde) latwlds =171l

4
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Luego, f * g € L'(R") y se verifica (8).
Caso 1 < p < oo Usando la desigualdad de Holder, obtenemos:

[ =] < [ 16—t
= [ 15 = )1 = )l gt dy

<1 ([ et an)

para casi todo z € R", donde p’ es el exponente conjugado de p. Luego,

L.

Usando ahora que |f], |g|P € L'(R"), sigue del ftem anterior que la integral en el
lado derecho de (9) esté acotada por || f|[1[|g”]l1 = [|f][1]lg]|%, de donde se obtiene que
fxg € LP(R™) y que vale .

| Ga=vewas| ar <1 [ (s lgn@ae @)

r

TEOREMA 5 (ver Préctica 0).
Si f € CHR"), k€N, yge L} (R") entonces f x g € C*(R") y:

loc

D(f xg) = (Df) * g,

n
para todo multitndice o = (o, ..., ap) € NI de longitud || = Zai <k.
i=1

TEOREMA 6 (ver Préctica 0).
Sea p una funcién no negativa en L*(R™) tal que ||p|ly = 1 y, para cada & > 0,
sea pe la funcion definida por:

1 x
- = —p(— e R™.
pe(x) 5”'0 <6> para T

Si f € LP(R™), donde 1 < p < oo, entonces,

f*xpe— f en LP(R").
e—=0

Eligiendo:

1 .
o(z) = { cexp (7@‘271) st |z] <1,

0 si|z| > 1,

donde ¢ > 0 es tal que ||p||1 = 1, se obtiene p, € C°(R") para cada & > 0 (ver
Préactica 0). La familia {p. }c~0 se denomina nicleo reqularizante estdndary se
usara repetidamente en la cursada.
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TEOREMA 7 (ver [2]).
Si f € LY(R™) y g € LP(R"), donde 1 < p < oo, entonces,

sop(f * g) C sop(f) + sop(g) :={x +y:x € sop(f), y € sop(g)}.

EJEMPLO 4.
C(R™) es denso en LP(R™), donde 1 < p < 0.

Demostracion. Sean 1 < p < ooy f € LP(R"). La idea de la prueba consiste en
aproximar f por funciones obtenidas del siguiente modo: primero, truncando f para
conseguir funciones con soporte compacto, y luego regularizando por convolucién la
funcién truncada usando el nicleo regularizante esténdar {p.}co.

Para cada € > 0 definimos f; := p. * g, donde g. := 1k, ,_f vy 1k, . es la funcién
caracteristica del conjunto

Ko ={zeR":|z| <1/e}.

Como f € LP(R") y K, es acotado, se obtiene que g. es localmente integra-
ble en R™. Combinando esto con el hecho que p. € C°(R"), obtenemos que f; es
infinitamente diferenciable. Ademés, como:

sop(fe) C sop(pe) + sop(ge) C Be(0) + Ky,

resulta que f. tiene soporte compacto. Por lo tanto, f. € C3°(R™) para cada ¢ > 0.
Usando la desigualdad de Young y que ||p:||1 = 1, se tiene:

1(pe * f) = (pe * g2)llp = llpe * (f = ge)llp < llpllLI(f = ge)llp = 10f = g2)lp-
Luego,

”f_fenp =|f- (pE*ga)Hp <|f- (pa*f)Hp"" (o * f) — (ps*ga)Hp
<|f = (oe = llp + I1f = gellp-

Por el Teorema [6] sabemos que || f — pe * f||, — 0 cuando & — 0. Basta entonces
probar que || f — g:||, = 0 si € = 0. Para ello observamos primero que:

0 sifz] <1/,

f@) -0 ={ 0 S

Luego, |f — ge|? < |f|? en casi todo punto de R™, siendo |f|P € L*(R™). Ademas,
f — g — 0 en casi todo punto de R™ cuando ¢ — 0. Usando el teorema de la
convergencia dominada se obtiene la convergencia buscada.

Una modificacién sobre esta prueba permite obtener un resultado andlogo reem-
plazando R™ por un subconjunto abierto de R™ (ejercicio).

r

TEOREMA 8 (Primera férmula de Green, ver Préictica 0). B
Sea U C R™ abierto con frontera OU de clase C*. Siu € C*(U)NCY(U) y
v e CHU)NCOU), entonces:

/ (vAu+ Vu - Vv)dr = / vOpu dS,
U oU

donde Opu := Vu-n yn es el campo vectorial normal exterior unitario a U .
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TEOREMA 9 (Lema fundamental del célculo de variaciones, ver Préctica 0).
Sean U C R™ abierto y f € L} _(U). Si f es tal que:

loc

/ fpdx =0 para toda @ € C°(U),
U

entonces f =0 en casi todo U.

EJEMPLO 5. -
Sea. U C R™ abierto con frontera OU de clase C*. Si u € C?(U) es tal que:

/ Vu-Vvdr =0 para todo v € C*(U), (10)
U

entonces u es solucion del siguiente problema diferencial:

Au=0 en U, Opu=0 en OU. (11)

A continuacién daremos dos demostraciones para este resultado: una usando la
férmula de Green y otra sin usarla.

Demostracion 1. Usando la primera férmula de Green para u y v € C2°(U), obtene-
mos:

/vAudac: —/Vu~Vvdac+/ v[“)nudS:—/Vu~Vvdx.
U U U U

Para obtener la tltima igualdad usamos que v = 0 en QU, ya que v tiene soporte
compacto en U. Combinando esto con , se tiene:

/vAuda::O Yo e C(U).
U

Luego, por el Teorema [J] sabemos que Au = 0 en casi todo punto de U. Como
Au € C(U) se tiene que Au=0en U. B
Usando nuevamente la primera férmula de Green para vy v € C1(U), obtenemos:

/ vOpudS =0 Vo e CYD), (12)
ou

puesto que Au =0 en U.

Supongamos que dnu(zg) # 0 para algin xg € U, por ejemplo, que dnu(xg) > 0.
Como Vu es continuo en U y n es continuo en OU por ser u de clase C', se tiene
que dnu es continua en QU por lo que existe I' C OU, con medida (n — 1)-dimensional
positiva, tal que 29 € I' y Oqu > 0 en I'. Ahora elegimos v € C'(U) tal que v = 1 en
algiin Ty C T', con medida (n — 1)-dimensional positiva, y sop(v) NOU C I'. Entonces,

/ v0pudS = / vOqudS > OaudS > 0,
U r To

contradiciendo . Se llega a la misma conclusién si se supone dpu(xg) < 0.
7
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Si QU fuera més regular, digamos de clase C2, otra manera de ver que Jau = 0
en QU a partir de es la siguiente: Usando que OU es de clase C? se tiene que
n € C1(9U). Extendiendo n a U como una funcion C'(U), vemos que dyu = Vu-n €
C1(U). Entonces podemos considerar v = d,u en para obtener:

/ |Onu|® dS = 0,
ou

de donde sigue que dy,u = 0 en JU.
La estrategia de esta demostracién aparecerd de nuevo hacia el final del curso,
cuando estudiemos soluciones débiles de problemas elipticos.

Demostracion 2. Tomando v = u en ([L0]) se obtiene:

/ |Vu|? dz = 0,
U

de lo que sigue que Vu = 0 para casi todo punto de U. Usando la continuidad de Vu,
se tiene que Vu =0 en U.

Luego, u es constante en cada componente conexa de U por lo cual u satisface

[T.
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