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RESOLUCION
1. Considerar el problema:
Au(z,y) — uz(z,y) =0 z € (0,7),y e (0,m), (1)
’LL(JJ,O) =0, u(I,TF) :f(l') Yy e (077-()7 (2)
u(07 y) =0, U(TF, y) =0 TE (07 7T>' (3)

(a) Usar el método de separacién de variables para deducir la solucién formal:

o (© = sinh(\/k2+1/4y)sin .
ule.y) = p<2);bksinh(\/m7r) (k)

donde by, es el k-ésimo coeficiente en el desarrollo en serie de Fourier de senos de exp(—z/2) f(x).

x € [0,7], y € [0, 7],

Indicar sélo los pasos fundamentales del método, no detallar todos los calculos.

(b) Demostrar que si f € L?(0,7) entonces la funcién u dada en (a) pertenece a C?([0, 7] x
[0, 7)) y resuelve el problema si se considera la condicién u(-,7) = f en el sentido de L2.
Sugerencia: Pueden ser de utilidad las desigualdades:

b
sinh(az)

sinh(ay)
sinh(az)

cosh(ay)

< exp(a(y — 2)), <exp(a(y — 2)) + VO<y<z, a>0.

sinh(az)
Indicar los pasos fundamentales de la prueba, no detallar todos los cdlculos.
Resolucion.
(a) Suponemos que existe una solucién no nula u de la forma:
u(z,y) = X(z)Y (y) z €[0,7], y €[0,7]. (4)
Usando que u satisface , obtenemos:
X"(@)Y (y) + X(2)Y"(y) — X'(2)Y (y) = 0 Vo e (0,m),y € (0,7),
de donde sigue que existe A € R tal que:

X'(@) = X'(x) _ Y'(y)
X(a) Y(y)

= Ve e (0,7),y € (0,m). (5)

Usando ahora que u(x,0) = u(0,y) = u(m,y) = 0 para z,y € (0,7), se tiene:
X(@)Y(0)=0 ¥z e (0m) X(OY(y) = X(@Y(y) =0 Vye (0,m),

de donde se deduce que Y (0) = X(0) = X(m) = 0. Combinando esto con (), obtenemos
que X e Y son solucion de los siguientes problemas:

X"(z) = X'(z) = AX(z) =0 =z € (0,m), X(0) =X(m) =0, (6)

Y'(y) +AY (y) =0 y € (0,m), Y(0) =0. (7)



El problema @ admite soluciones no nulas sélo si:

1
)\:—<k2+4> k€N, (8)
en cuyo caso la solucién general es:
X(x) = Bexp (g) sin(kx) x € [0,7], B €R.

Para A dado por , la solucién general de es:

1
Y(y):Csinh<\/k2+4y) C eR.
Entonces definimos:

u(x,y) = exp( )ZBk sinh (sz + = y) sin(kx) x € [0,7], y € [0,7], B, € R,

y observamos que, formalmente, u satisface la ecuacion Au — u, = 0 en (0,7) x (0,7)
y las condiciones u(z,0) = u(0,y) = u(w,y) = 0 para todo z,y € (0,7). A continuacién
determinaremos los coeficientes By, para que u verifique u(z, w) = f(z) para todo = € (0, ).
Primero observamos que u satisface esta condicién sdlo si:

ZB’“ sinh <\/k2 + = 7T> sin(kz) = exp (*9 f(z) Vo e |0,

Igualando formalmente el lado derecho a su desarrollo en serie de Fourier de senos, dedu-
cimos que:

by,
sinh(\/k? 4+ 1/4m)

donde by, es el k-ésimo coeficiente de Fourier en el desarrollo en serie de senos de exp(—z/2) f(z):

By = k € N.

2

by = = /07r exp(—z/2) f(x) sin(kx) dx ke N.

Para k € N, definimos:

;,;) sinh(\/my) sin(kz) x € 0,7, y € [0,7].

ug(x,y) =bpexp | =
(7, 9) = by p<2 sinh(y/k2 + 1/47)

Usando las estimaciones:

sinh(ay) cosh(ay)

VO 0
sinh(az) syssa=b

< exp(a(y—2)), < exp(a(y—z))+

sinh(az) sinh(az)



vemos que para € € (0,7) y z € [0,7], y € [0, 7 — ], se tiene:

lug(z,y)| < Clbx| exp (—ke),
|0pug(z,y)| < Ck|by| exp (—ke),

Kby

< _ _ Rl
0y, )] Dy (,1)], yen (.| < Chlog]exp (k) + O oS

< Cklbg| exp (—ke) + Ck|bg| exp(—km),

laa:xuk(xv y)|7 ‘ayyuk(xa y)‘ < Ck2|bk‘ exXp (_kg) )
donde C' > 0 es constante. Notando ahora que |b;| < C||f]l2 v que:

Z k? exp(—ka) < oo Ya >0,
k=1

obtenemos que u € C%([0, 7] x [0, 7—¢]) y que sus derivadas se obtienen derivando término a
término. De la arbitrariedad de £ > 0 sigue que lo mismo vale reemplazando [0, 7] x [0, 7 —¢]
por [0, 7] x [0, 7). En particular, u satisface Au—wu, = 0en (0,7) x (0,7) y las condiciones
u(z,0) = u(0,y) = u(w,y) = 0 para todo x,y € (0, ).

Veamos ahora que u verifica u(z,7) = f(z) para x € (0,7), en el sentido de L?. Primero
observamos que esto equivale a ver que:

lim [Ju(,) = gll2 =0,

para v(z,y) = exp(—z/2)u(z,y) y g(x) = exp(—z/2)f(z). Notar que g € L*(0,7) y que
v(-,y) € L*(0,7) para cualquier y € (0, 7).
Consideramos y € (0,7) y usamos la identidad de Parseval para obtener:

2
_EOO 5 ( sinh( k2+1/4y)_
IoC) =gl = 5 302 (Smwmw) 1)

[e.e]
Usando la desigualdad de Bessel, obtenemos que Zb% < 00. Luego, dado ¢ > 0 existe

k=1
M € N tal que Z b7 < . Ademas,
k=M+1
inh(\/k?+1/4
Sm(k+/y)—1§2. ()
sinh(y/k% 4+ 1/47)

Entonces,

inh(y/k% +1/4 inh(\/k% +1/4
e sinh(y/k? 4+ 1/47) Py sinh(y/k? 4+ 1/4 )
Tomando limite para y — 7 miembro a mimbro de esta desigualdad, obtenemos:

2
> inh(\/k? + 1/4
h’msupz:b?f (sm ( +1/4y) 1) < 2e,

yor sinh(y/k? + 1/4 )

de donde sigue la convergencia buscada.




2. Sea U C R™ abierto y acotado, y sea u € C?(U) N C(U) solucién del problema:

(a)
(b)

Au=u®—u en U, u=0 en OU.

Probar que ||| gy < 1.

Probar que si u es no negativa en U y U es conexo, entonces u =0 o0 u > 0 en U.

Resolucion.

(a)

Suponemos, por el contrario, que esto no ocurre. Luego existe xg € U tal que:

u(zg) = maxu > 1 o bien, u(zp) = minu < —1.
U U

Suponemos primero que u(zg) = maxu. Como xy € U, ya que u = 0 sobre U, se tiene
U

que la matriz Hessiana de u en xg es semidefinida negativa. Luego, Au(zy) < 0. Por otro
lado, observamos que:

Au(zg) = u(:co)?’ —u(xo) = u(zo)(u(zo) — 1)(u(xo) + 1) > 0.

Absurdo. Razonando de manera andloga se ve que u(xg) = minu tampoco puede ocurrir.
U

Por lo tanto, [u(z)| < 1 para todo z € U, de donde se deduce ||u|| ey < 1.

Usando que u > 0 en U y que [Jul| L) < 1, se obtiene que u es superarménica en U:
Au=u(u?—-1)<0 en U.

Luego, u satisface el principio fuerte del minimo en U.

Suponemos que existe xog € U tal que u(zg) = 0. Usando que u satisface el principio débil

del minimo en U y que u = 0 sobre U, obtenemos minu = Hallfjnu = 0. Usando ahora el
U

principio fuerte del minimo, concluimos que u =0 en U.

Luego,u=0enU ou>0enU.



3. Sea f € L*(R™). Probar que si la transformada de Fourier de f, f, pertenece a L'(R™) entonces
f € LP(R™) para todo 1 < p < 0o y se verifica:

11l < 117U,

entendiendo 1/p = 0 si p = oc.

Resolucion. Usando la férmula de inversién para funciones en L'(R™) con transformada de
Fourier en L!(R"), obtenemos:

flx) = f(y) exp(2imz - y) dy p.c.t.x € R™.
Rn

Luego,
|f@)] < [|f1lx p.c.t.z € R™. (10)

Si p = 1, el enunciado es trivial y no hay nada que probar. Si p = oo, la prueba es una
consecuencia directa . Supongamos ahora 1 < p < co. Usando , se tiene:

[ i@pde= [ if@pi@lde < 0FET [ 1@lds = 17171

Luego, f € LP(R™) y se verifica la desigualdad || f||, < HfH%/prHTl/p.



4. Sean T' > 0 y U C R™ abierto y acotado. Considerar la ecuacién:
ou+ f(x,t,u) - Vu—Au=0 en Up,
donde f : Ur x R — R" estd dada y Uy = U x (0,T]. Probar que si u € C*'(Ur) N C(Ur) es

solucién entonces maxu = Bn%x u, donde 9,Ur es la frontera parabdlica de Ur.
Ur pYT

Resolucion. Consideramos € > 0 y definimos u.(x,t) = u(x,t) — et para (z,t) € Ur. Como u es
solucién, se tiene que u. satisface:

Opue + f(z,t,us + et) - Vue — Au. = —e <0 en Up.

A continuacién vamos a probar que max u, = méx u., de lo cual sigue que méax u = max u.

Ur 8pUT Ur 8pUT
Suponemos, por el contrario, que méx ug > gléx ue. Luego existe (zg, tg) € Ur tal que us(zo,to) =
Ur pYT
max u.. Notando que dyu(xo,tg) > 0y Vus(xo,to) = 0, obtenemos:
Ur

—& = (9tu5(x0, to) + f(x(), to, ug(.%'o, to) + Eto) . VUE(:UO, t()) — Aug<l’0, t(]) > —Aug(.%'(), to).

Usando ahora que la matriz Hessiana de u(-,%y) es semidefinida negativa en ¢, se tiene que
Au(zg, tg) <0, lo cual da una contradiccién.



