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Para aprobar el examen se deben resolver correctamente al menos dos ejercicios. Recuerde justificar
todas las respuestas.

1. Determinar una solución débil del siguiente problema:

ut(x, t) + u(x, t)ux(x, t) =ux(x, t) x ∈ R, t > 0, (1)

u(x, 0) = g(x) x ∈ R, (2)

donde g(x) =

{
1 si x ≥ 0,
2 si x < 0.

Sugerencia: Reescribir la ecuación (1) como ut + (f(u))x = 0 para una cierta funcion f .

2. Si u : R3 × [0,∞)→ R admite derivadas parciales hasta el orden 2, definimos:

Au(t) =
∑

|α|≤2, α∈N4
0

∫
R3

|Dαu(x, t)| dx.

Sean g ∈ C3(R3) y h ∈ C2(R2), y sea u la solución de:

utt(x, t)−∆u(x, t) = 0 x ∈ R3, t > 0, (3)

u(x, 0) = g(x), ut(x, 0) =h(x) x ∈ R3, (4)

Demostrar las siguientes propiedades:

1. Si Au(0) <∞ entonces existe una constante K > 0 independiente de u tal que:

|u(x, t)| ≤ K

t
Au(0) ∀x ∈ R3, t > 1. (5)

Puede ser útil la igualdad: th(y) + g(y) +∇g(y) · (y− x) =
3∑

i=1

(
(th(y) + g(y))

yi − xi
t

+ t ∂ig(y)
) yi − xi

t
,

para y ∈ ∂Bt(x).

2. Sea u como en el ı́tem 1. Si u( · , t) ∈ C3(R3) y ut( · , t) ∈ C2(R3) para todo t suficientemente

grande, y ĺım
t→∞

Au(t)

t
= 0, entonces u es la función nula.

Sugerencia: Considerar la función auxiliar v(x, t) = u(x, T − t) para T > 0 dado.

3. Sea U ⊂ Rn abierto, acotado y conexo con frontera de clase C1 y sea Γ un subconjunto de ∂U
con medida positiva. Demostrar que existe una constante µ > 0 tal que:

‖u‖21,2 ≤ µ ‖∇u‖22 + µ

(∫
Γ
Tr(u) dS

)2

∀u ∈ H1(U), (6)

donde Tr es el operador de traza de H1(U) en L2(∂U).

4. Sea U ⊂ Rn abierto, acotado y conexo con frontera de clase C1. Se dice que u ∈ H1(U) es una
solución débil de:

−∆u+ cu = f en U, ∂nu+ αu = g en ∂U, (7)



si a(u, v) = F (v) para toda v ∈ H1(U), donde f ∈ L2(U), g ∈ L2(∂U), c ∈ L∞(U), c ≥ 0,
α ∈ L∞(∂U), α ≥ 0, y:

a(u, v) =

∫
U
∇u · ∇v dx+

∫
U
c uv dx+

∫
∂U
αTr(u)Tr(v) dS u, v ∈ H1(U),

F (v) =

∫
U
fv dx+

∫
∂U
gTr(v) dS v ∈ H1(U),

siendo Tr el operador de traza de H1(U) en L2(∂U). Demostrar que si∫
U
c2 dx+

∫
∂U
α2 dS > 0, (8)

entonces el problema (7) admite una única solución débil.

La siguiente propiedad se puede usar sin demostrar:

Sea V un subconjunto de U de medida positiva. Existe una constante γ > 0 tal que:

‖u‖21,2 ≤ γ ‖∇u‖22 + γ

(∫
V

u dx

)2

∀u ∈ H1(U).


