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Para aprobar el examen se deben resolver correctamente al menos dos ejercicios. Recuerde justificar
todas las respuestas.

1. Determinar una soluciéon débil del siguiente problema:

up(x,t) + u(z, t)ug(z, t) = uz(x,t) zeR, t>0, (1)
u(z,0) =g(z) x € R, (2)

1 si >0,
dondeg(m):{Q si xzo.

Sugerencia: Reescribir la ecuacion como u¢ + (f(u)), = 0 para una cierta funcion f.

2. Siu:R3x[0,00) — R admite derivadas parciales hasta el orden 2, definimos:

Ay (t) = Z /]R3 |D%u(x,t)| d.

|| <2, aENG
Sean g € C3(R3) y h € C%(R?), y sea u la solucién de:

u(z,t) — Au(z,t) =0 reR3 ¢ >0, (3)
u(z,0) = g(z), ut(z,0) =h(x) r € R3, (4)

Demostrar las siguientes propiedades:

1. Si A,(0) < oo entonces existe una constante K > 0 independiente de u tal que:

lu(z, 1)) < ?AU(O) VI ERS, 1> 1, (5)

3
Puede ser 4til la igualdad: th(y) + g(y) + Vg(y) - (y —x) = Z ((th(y) +9(y)) g + taz’g(y)) Yi ;xl ;
i=1

para y € 0B(x).

2. Seau comoenel ftem 1. Siu(-,t) € C3(R3) y uy(-,t) € C*(R3) para todo ¢ suficientemente
Au(t)
t

rande lim = 0, entonces u es la funcién nula.
) M
t—o0

Sugerencia: Considerar la funcidn auxiliar v(z,t) = u(z, T —t) para T > 0 dado.

3. Sea U C R™ abierto, acotado y conexo con frontera de clase C'! y sea I' un subconjunto de U
con medida positiva. Demostrar que existe una constante p > 0 tal que:

2
ll2 s < [Vl + 1 ( [ et ds) Vue H\U), (6)

donde Tr es el operador de traza de H'(U) en L%(0U).

4. Sea U C R™ abierto, acotado y conexo con frontera de clase C. Se dice que u € H'(U) es una
solucién débil de:

—Au+tcu=f en U, Ot +au=g en OU, (7)



si a(u,v) = F(v) para toda v € HY(U), donde f € L?(U), g € L*(0U), ¢ € L=(U), ¢ > 0,
a € L>®U), a>0,y:

a(u,v) = / Vu-Vudz +/ cuv dx +/ oTr(uw)Tr(v)dS u,v e HY(U),
U U U
F(v):/fvdaz+/ gT'r(v)dS v e HY(U),
U ou
siendo Tr el operador de traza de H'(U) en L?(dU). Demostrar que si

/C2dl‘+/ a?dS >0, (8)
U 2104

entonces el problema admite una tinica solucién débil.

La siguiente propiedad se puede usar sin demostrar:

Sea V' un subconjunto de U de medida positiva. Existe una constante v > 0 tal que:

2
Jul2 gvnwu%ﬂ(/ udx) Vue H'(U).
1%



