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RESOLUCION

1. Determinar una solucién débil del siguiente problema:

ur(z,t) + u(z, t)ug(z,t) = ug(z,1t) xeR, t>0, (1)
u(z,0) =g(x) z €R, (2)

1 si >0,
dondeg(x):{2 si oz <0.

Sugerencia: Reescribir la ecuacion como ut + (f(u)), = 0 para una cierta funcion f.

Resolucion. Reescribimos la ecuaciéon COmo:
uy(z,t) + (f(u(z, 1)), =0 2 eR, ¢t>0, (3)

donde f(z) = % —z,z€R.

Dado zp € R, la curva caracteristica {(x(t),t) : t € R} esta determinada por la solucién de
F(t) = [t 1)  teR, £(0) = 2o, (1)

Si w es solucién de ([I)-(2)) y {(z(t),t) : t € R} es una curva caracteristica, entonces %u(m(t), t) =
0 para todo t € R. Luego u es constante sobre toda curva caracteristica. Combinando esto con
obtenemos que z/(t) = f/(u(x(0),0)) = f'(g(zo)) para todo t € R, de donde deducimos que

o si xg >0,

o(6) = I aleo)t + a0 = (glan) ~ Dt 42 = { 0% 02D

Notar que si 1 < 0 < @2 entonces las curvas caracteristicas por x; y xg se intersecan en un
punto de la forma (&,t) con t > 0.

Dado = € R planteamos z(t) = x para determinar la curva caracteristica por xy que contiene
a x. Si zg > 0, entonces xg = x. En cambio, si g < 0, resulta xog = = — ¢ siempre que = < t.
Como u es constante sobre las curvas caracteristicas, obtenemos que u; y uo dadas por:

ui(z,t) =1 x>0,t>0, ug(x,t) =2 x <t t>0,
son soluciones de — en sus respectivos dominios. Esto motiva buscar una solucion débil de

la forma:
1 si z>~9(),

(@) = { 2 st ox <A, (5)

donde ~ satisface:
[u](t)7'() = [f(w](t) >0, 7(0) = 0.
siendo [u] = u* —u~ y [f(u)] = f(uT) — f(u™). Anotando:

wh ={(z,t) €R x (0,00) : > (1)}, w™ ={(z,t) e R x (0,00) : z < y(t)},



vemos que:

ut(t) = lim u(x,s) =1, u (t) = lim u(x,s) = 2.
( ) wtd(x,8)—=(v(t),t) ( ) ( ) w™3(z,s)—=>(v(t),t) ( )
Luego, [u](t) = =1y [f](t) = —3 para todo t > 0, de donde sigue que la ecuacién que satisface
v es 7/(t) =1, ¢ > 0. Combinando esto con la condicién v(0) = 0, obtenemos que
1
1) = 5t t>0. (6)

Notando finalmente que u es solucién de — en w' y en w™, obtenemos que la funcién u
dada por con -y definida por @ es una solucion débil de —.

Otra manera de resolver este ejercicio consiste en verificar que u es solucién débil de — si
y s0lo si v = u — 1 es solucién débil de

vi(x,t) + vg(x,t) =0 xeR, t>0,
v(z,0) :]1{w<0} z R,

que es un problema para la ecuacién de Burgers. Vimos en la tedrica que v(z,t) =1 (t/2>a} €S
solucién débil.



2. Siu:R3x[0,00) = R admite derivadas parciales hasta el orden 2, definimos:

Ay (t) = Z / |D%u(x,t)| d.
|| <2, vENG

Sean g € C3(R3) y h € C%(R?), y sea u la solucién de:

u(z,t) — Au(x,t) =0 reR3 t>0, (7)
u(z,0) = g(x), u(z,0) =h(x) r € R?, (8)

Demostrar las siguientes propiedades:

1. Si A,(0) < oo entonces existe una constante K > 0 independiente de u tal que:

lu(z, 1)] < ?AU(O) VI ERS, t> 1. )

3
Puede ser 4til la igualdad: th(y) + g(y) + Vg(y Z ( % + t@ig(y)) %,
i=1

para y € 0B(x).

2. Seau comoen el ftem 1. Siu(-,t) € C3(R3) y w(-,t) € C%(R3) para todo t suficientemente
Au(t)
t

grande, y lim = 0, entonces u es la funcién nula.
t—o00

Sugerencia: Considerar la funcidn auziliar v(z,t) = w(z,T —t) para T > 0 dado.

Demostracion.

1. Sean z € R3 y t > 1. Como u es solucién de (7)-(8) entonces u(z,t) estd dada por la
férmula de Kirchhoft:

ul,t) =][ (th(y) + 9(y) + Va(y) - (y — 2)) dS,. (10)
OB (x)

Ahora reescribimos ([10) como sigue:
1 3
u(z,t) = —= th(y) +9(y) + 0ig(y)(y; — ;) | dS,
(2,1 m%&m(() W)+ 2 )i =) | 45,
_ 1 Iy— :
= /aBt(x) ((th(y) +9(y) +Zta ) ds,

Yi — Zi , Yi — &
WZ [, (o 2 +tazg<y>) s,

Usando que el campo unitario exterior normal a dBi(x) en un punto y estd dado por




y , v la férmula de integracién por partes, obtenemos:

w@t) = Z/aBt < y)+9)) g +taig(y)> ni(y) dS,
4@2 Z /Bt(x ( ) +9(v)) Q + taig(y)> dy

- o Z [, o, (12000 2100 P55 ) 900 4 12050 ) .

Luego, usando que |y; — x;| < |y — x| =t parai=1,2,3, y que t > 1, se tiene:

n(y) =

u Z [, (100 90+ 1) + o)+ s v ) o
1 3
S92 ., (k@) + 129l + 1)+ low)] + g dy

3
%Z / o6k )|+ 100 + 0Dy + gz [ ()l + o)

Finalmente, usando que u € C?(R? x [0, 00)), obtenemos:

3
1
(o, )| m;/B (1Buly, 0)] + 18iuly, 0)] + [0y, 0)]) dy
3
t [ (0l 0)1+ Ju(,0))) dy
Btl‘
g?Aum),

donde K = ==

. Suponemos que u(-,t) € C3(R?) y w(-,t) € C?(R3) para todo t > T y consideramos
T > Tp. Definimos v(m t) = u(x, T —t) para z € R3 y 0 < t < T. Notar que v es solucién
de:

ve(z,t) — Av(x,t) =0 reR0<t<T,
v(z,0) = u(z,T), v(z,8) = —w(x,T) r € R3.
Como lim;_,00 A“f(t) =0, dado € > 0 existe 77 > 0 tal que |A,(t)| < et para todo t > T7.

Entonces, eligiendo T > T = méx{Ty, T1 } se tiene que A,(0) < 0o ya que A,(0) = A, (T).
Usando el item 1, se tiene:

K
lu(z, T —t)| gTAu(T) VeeR3 0<t<T.

Luego,
K ~
lu(z, s)| < TiAu(T) VeeR} s>0T>T.
-5

Haciendo T' — oo miembro a miembro de la expresion anterior obtenemos que u(z,s) = 0
para todo z € R3 y todo s > 0. Luego u es la funcién nula.



3. Sea U C R™ abierto, acotado y conexo con frontera de clase C! y sea I' un subconjunto de OU
con medida positiva. Demostrar que existe una constante p > 0 tal que:

2
lullfo < Va3 + o (/ Tr(u) dS) Vue H'(U), (11)
r
donde Tr es el operador de traza de H(U) en L?(9U).

Demostracion.

Basta demostrar que existe una constante p > 0 tal que:

2
el < 2 [ Vl3 + 1 ( [ et ds) Vue H\(U), (12)

ya que [[ul|] 5 = [Jull3 + [[Vul|3. Supongamos, por el absurdo, que es falso. Entonces, para
todo k € N existe u, € H*(U) tal que:

2
haell3 > k[ Vgl + & ( / Tr(umds) . (13)

Notar que implica que ||ug|l2 # 0, asi que dividiendo miembro a miembro de por
||u||3, obtenemos:

2
1> k||Vugl3 + k& (/ Tr(vk)dS) , (14)
r
para vg = 7”;:”2.
A partir de se ve que
1
IVokll2 < (15)
Ademss, |lvg|l2 = 1. Luego, {vi}ren es una sucesién acotada en H'(U). Entonces, por el

teorema de Rellich-Kondrachov, existen v € H'(U) y {uvy, }jen subsucesion de {vj}ren tales
que vy, = ven L2(U) y ||Vo|l2 < liminf || Voy, 2. Combinando esto dltimo con obtenemos
que Vv = 0 en U y, como U es conexo, obtenemos que v es constante en U. Ahora notamos
que Voug;, — Vv en L?(U) ya que Vog; — 0 en L?(U), por , y Vv = 0. Combinando esto
con que vg; — v en L?(U), se tiene que vg; —ven H L(U). Usando la continuidad del operador
de traza, obtenemos que Tr(vy,) — Tr(v) en L?(8U). Como QU es acotado, se tiene la misma
convergencia en L'(U). Y como I' es un subconjunto de medida positiva de OU, también se
tiene que Tr(vg,) — Tr(v) en L}(I) y, por lo tanto,

/F Tr(oy,) dS — /F Tr(v) dS.

A partir de se observa que

1
T )dS| < — VjeN,
/l" T(Uk]) ' \/E J

de donde se deduce que [.Tr(v)dS = 0. Luego, como v es constante, se tiene que Tr(v) = 0
en QU. Por lo tanto, debe ser v = 0 en U. Esto contradice que la convergencia de {v; }jen a v
en L%(U), ya que vk, |l2 = 1 para todo j € N.



4. Sea U C R™ abierto, acotado y conexo con frontera de clase C*. Se dice que u € H*(U) es una
solucién débil de:

—Au+tcu=f en U, Onu+au =g en OU, (16)
si a(u,v) = F(v) para toda v € HY(U), donde f € L?(U), g € L*(0U), ¢ € L>=(U), ¢ > 0,
ac L®0U),a>0,y:
a(u,v) = / Vu-Vvd$+/ cuvd$+/ aTr(u)Tr(v)dS u,v € HY(U),
U U ou
F(v):/fvda:+/ gT'r(v)dS v e HY(U),
U U

siendo Tr el operador de traza de H'(U) en L?(dU). Demostrar que si

/c2da:—|—/ a?dS >0, (17)
U oU

entonces el problema ([16) admite una tnica solucién débil.

La siguiente propiedad se puede usar sin demostrar:

Sea V' un subconjunto de U de medida positiva. Eziste una constante v > 0 tal que:

2
lull2» S’YHVUH%+7(/ udx) vue H'(U).
\%

Demostracion. Vamos a usar el teorema de Lax-Milgram para probar la existencia y unicidad
de solucién débil para (16)), por lo que basta probar que a es bilineal, continua y coersiva, y
que F' es lineal y continuo.

La bilinealidad de a y la linealidad de F' son consecuencia directa de la linealidad de la integral,
de la derivada débil y del operador de traza.

Veamos ahora la continuidad de a. Sean u,v € H'(U). Usando primero que ¢ € L®(U) y
L>(0U), luego la desigualdad de Holder y finalmente la continuidad del operador de traza,
obtenemos:

la(u,v)] < /U Vul| Vol dz + el /U fullo] dz + llal o0, /8 T @|Tr(w)]ds

<[Vull2Volla + [lelloollull2l[vllz + llall oo ooy I T (@)l 200 | T ()] L2 (o0
<|IVull2lVollz + llelloo[ell2llvllz + C? [l oo ol 2[1v]1,2
<1+ llelloo + C2llall oo @uy)lull12llvl12,

donde C es la constante de continuidad de T'r. Por lo tanto a es continua. La continuidad de
F se demuestra de manera similar: Para v € H'(U) se tiene

[F(v)] < /Ulva!der/aU gl[Tr(v)[dS < [|fllzllvllz + gl L2ov) |1 T (0) ]| L2 (o0

<[ fllzllvll2 + Cligllz ooy llvllnz < (I fllz + Cllgll 2oy v 1,2-




Veamos, finalmente, que a es coersiva. Sea u € H'(U). De acuerdo con , se tiene que ¢ # 0
o a # 0. Supongamos que ¢ # 0. Luego, existen V C U con |[V| > 0y § > 0 tales que ¢ > § en
V. Entonces,

a(u,u) > / |Vu|2d:n+5/ qu:U—I—/ cu2d:c—|—/ o|Tr(u)|? dS
U 1% U\V oU

> / |Vu|2dx+5/ u®dz > min{1, §} </ |Vu|2dx—|—/ u2dac>.
U 1% U 1%

Usando ahora que ( fV ud:n)2 < |V fV u? dz, junto con la propiedad sugerida en el enunciado,

obtenemos:
1 2
a(u,u) > min{1,d} (”VUH% + ] (/ udaz) )
\%

1 2
> ml’n{l,5}min{1, } V|3 + </ uda:)
14 v
1. . 1 2
> min(1, 8} {1, -l

La prueba en el caso ¢ = 0 es similar. En efecto, como « # 0, existen I' C 9U con |T'| > 0
y & > 0 tales que o > § en I'. Entonces, razonando como antes pero usando el Ejercicio [3] en
lugar de la propiedad sugerida en el enunciado, se tiene:

a(u,u) > / ]Vu|2d$+/cu2dx+5/|Tr(u)2dS a|Tr(u)|*dS
U U r oU\V

> / |vu|2dx+5/Tr(u)2dszmfn{1,5} (/ |Vu|2d:c+/Tr(u)2dS>
U r U r
> p~ ' min{1,§} min {1, |1V|} HuHiQ

Por lo tanto a es coersiva.



