Métodos topoldgicos en el andlisis no lineal
Practica 4

1. Definir sucesiones monétonas que converjan a soluciones del problema

{ u' = u* + cos(t) — 1
u(0) = u(2m)

entre sen(t) y sen(t) + 2.

2. Probar que la ecuacion del péndulo forzado
u” (t) + senu(t) = p(t)

con ||pllec < 1 admite dos soluciones T periédicas geométricamente distin-
tas.

3. Calcular la funcién de Green para el operdor —u” + Au correspondiente a
las condiciones de Neumann u'(0) = w/(T') = 0 y deducir un principio del
antimaximo.

(a) Probar que el problema

u=ud+u
u(0) = wy,
limt_>+oo U(t) =0

tiene al menos una solucién. ;Puede haber més de una?

(b) Sea f :[0,+00) x R — R continua tal que f(t,u)sgn(u) > 0 para
|u| > 0. Supongamos ademds que para todo M > 0 existe ¢y €
LY(0,+00) tal que |f(t,u)] < o (t) para |u| < M. Probar que el
problema

u” = f(t,u)
' (0) = uyp,
limy s 100 u/(2) =0

tiene al menos una solucién.

4. Sea f:[0,T] x R — R una funcién continua y decreciente en wu.



(a) Probar que la aplicacién T : C([0,T]) x R? — C?([0,T]) que a cada
(p, ug, ur) le hace corresponder la tinica solucién del problema

u’ + f(t,u) = p(t) u(0) = ug, w(T) = ur

estd bien definida y es continua.

(b) Probar que si se piensa T : C([0,7]) x R? — C([0,T]), entonces T
es compacta (es decir: es continua, y envia conjuntos acotados en
conjuntos de clausura compacta).

(¢) Dada p € C(]|0,T]), probar que el conjunto
S(p) = {u € C*([0,T]) s u” + f(t,u) = p(t)}

es homeomorfo a R?. Interpretar este hecho como una generalizacién
del resultado conocido para la ecuacién lineal

u” + o(t)u = p(t) con ¢ <0.
:Cémo es S(p) en este caso?

5. (a) Sea f :[0,7] x R — R una funcién continua y creciente en u, y sea
4 una funcién que verifica

"= f(t,a)  w(0) = o, a(1) = .
Probar que existe € > 0 tal que si
If = Flloo <, lup — gl <&, |up—ty <e
entonces el problema
u’ = f(t,u) u(0) = ug, u(l) =uy (1)

tiene al menos una solucién. ;Es tinica?

(b) Expresar el resultado de (5a) en términos de la topologia del conjunto

{(f,uo,u1) : (1) tiene solucién} C C([0,T] x R) x R?.

6. Escribir el método de Newton para el problema periddico v'(t) = f (¢, u(t)).

7. Definir el método de Newton para el problema u’(t) = f(t, u(t)) con
condicion de Dirichlet a partir de la representacién de Green.



