ALGEBRA III - 2p0 C. 2020 - CLASE 7 - 22/9/2020

6 Inmersiones y torres

Ejemplo
Q(v/2,V3)
E
@(f/i)
Q
Hom(Q(V2)/Q,Q/Q) = {¢1, 45,43} donde i“/iﬁ 757 ’%Z

;Cémo se extiende cada una de esas Q-inmersiones a Q(v/2,v/3)? ;De > cudntas
maneras posibles? ;Cudles son todas las Q-inmersiones de Q(v/2,v/3) a Q?

Teorema 6.0.1  (Inmersiones y torres)
Sea E/F/K algebraica. Entonces

existe una biyeccion ® entre los conjuntos
Hom(E/K,K/K) vy Hom(F/K,K/K) x Hom(E/F,K/F),

dada de la manera siguiente:
Para cada )y - F?f, se fija una extensién 1, € Gal(K/K)

(recuerdo, es un morfismo tal que Vg |, = Vi ),

que existe pues Y se extiende a todo K, y resulta por lo tanto ser un
K -endo que es un K -auto, por ser K/K algebraica.

(Nota: la notacion ¥k es para recordar que es la identidad sobre K )

Entonces

®: Hom(F/K,K/K) x Hom(E/F,K/F) — Hom(E/K,K/K)
(wKaTF) — O'Ki:wKOTF



En particular, si E/K es finita, entonces

#Hom(E/K,K/K) = #Hom(F/K,K/K)-#Hom(E/F,K/F).

Prueba.—

Verificamos primero para nuestra tranquilidad que oy definida como
F = Yk —
EFE— K < K
F K
esté efectivamente en Hom(E/K,K/K).
Probemos entonces que ® es biyectica.
Inyectiva:  Sup. que ¥y o Tp =V i 0 Th. Qpq Vg = Vi Y T = Th:

Sea 8 € F', entonces 7r(8) = 7.(8) = 5 y por lo tanto,

Ui oTp(B) =9 o va(ﬁ)
= Y(B) =V k(B)
= Yk(B) = 1/1 (B)
pues B € F y ¢l =¥, ¥ilp = V.
O sea Y = ¢} . Falta probar que 70 = 75.

Pero como ¢x = ¢, su extensién fijada es la misma:
=9k € GalK/K)

y la podemos invertir:

- 7 / A _ / o
Ygotp=Y'goTp = YgoTp=YgoTp _ = TP = Tp.
Y inversible

Sobreyectiva:  Sea ox € Hom(E/K, K/K). Qpqexisten ¢x € Hom(F/K, K/K)
y 77 € Hom(E/F,K/F) tal que ox = ¢ o 7.

Considero esta inmersién ok restringida a F': og|, € Hom(F/K, K/K),y
por lo tanto existe ¢ € Hom(F/K, K/K) tal que ok|, = ¥k



Recordemos que la extensién ¢, € Gal(K/K) es inversible, y por lo tanto
E;{I oox € Hom(E/K, K/K) satisface, para 8 € F:

—1

Ui ook(B) = Ugovk(d) = Uxoix(B) = B

BeEF BEF

Es decir E;{l oog € Hom(E/F,K/F) pues es la identidad sobre F y por lo
tanto existe 7 € Hom(E/F, K/F) tal que E; ook = 7. Concluimos que

Ejemplo Sea w una raiz primitiva de orden 3 de la unidad.

E = Q(ﬁv w)
E
F=Q(V?2)
B

Q

Tenemos
Hom(F/Q,Q/Q) = {t1, 9,13} donde \‘5/57\3/5 , \3/§>w—> Vow \?’/§>¢—> V2u?,

y _
Hom(E/F,Q/F) = {r,n} donde wr—w y wrrw?.

Fijo extensiones de 11,15,13 a Gal(Q/Q), por ejemplo porque se me dio la gana
fijé:

El tq El(w) = V2
¥y tq EQ(\B/i) =Vow y Va(w) = w,
E:& tq EQ(%) =2

Entonces Hom(E/Q,Q/Q) estd compuesto por

011251071 : <711(\3/§):\3/§ y Ull(w):(«d2>
012:E107'2 : 012(\3/5) =2 y oW =w,
o =0y0m : on(V2)=V2w vy onw)=uw,
O22 = EQ 0Ty 022(\3/5) = \3/§w y 022(00) = Wga
O3 =s0T 031(\3/5) =vVow? v o3 (w) = w?,
O =g0m : 03(V2) =V2W?E y  opw)=w.

w



Corolario 6.0.2  (Inmersiones y grado)
1. Sea o € K. Entonces
Hom(K (a)/K,K/K) = {0 : K(«) ?? definido por o(a) = B con f(a, K)(8) =0},
y por lo tanto,
#Hom(K (a)/ K. K/K) < g(f(a.K)) = [K(a): K]
Mds ain,
#Hom(K(a)/K,K/K) = [K(a) : K] <= f(a, K) tiene todas sus raices simples,

Y en ese caso, solo en ese Ccaso,

11 (X —o(a)) = fla, K).

o€Hom (K (a)/K,K/K)
(En particular el polinomio de la izquierda pertenece a K[X] y es irreducible.)
2. Sea E/K extension finita. Entonces
#Hom(E/K,K/K) < [E: K|
Prueba.—-

1. Discutirlo
2. Por induccién en [F : K].

e [F:K]=1: FE=KyHom(E/K,K/K)={idg}.

e [E:K]|>1: Sea ae€ E\ K. Tenemos

[E: K] =[E: K(a)] [K(a) : K] = [E: K(a)] gr(f(a, K))

con gr(f(a,K) > 1. Por otro lado, por la proposicién Inmersiones y
torres, también sabemos que

#Hom(E/K,K/K) = #Hom(E/K (a), K/K(a)) #Hom(K (a)/K, K /K).
Ademis, por HI, como [E : K(a)] < [E; K],

#Hom(E/K (o), K/K(a)) < [E: K(a)]
y también sabemos por (1) que

#Hom(K (o) /K, K/K) < [K(a) : K].

Batimos bien, mezclamos todo y listo...



Tenemos entonces la conexion entre cantidad de inmersiones y grado, y observamos
que para que valga la igualdad, los minimales tienen que tener todas sus raices
simples (sino va a haber menos inmersiones, que son la cantidad de raices distintas,
que grado, que es la cantidad de raices con multiplicidad). Y lo terrible es que si
jexisten polinomios irreducibles, minimales, que tienen raices multiples! Desafio a
la intuicién porque uno piensa que todo es como Q...

Ejemplo tipico (de polinomio minimal con raices mailtiples)

Sea K =T,(t) donde t es trascendente sobre F,, y consideremos el polinomio
f=X—t € F,(t)[X].

Afirmacion:  El polinomio f es irreducible en F,(t)[X]:

f es irreducible en F,[t][X] por Eisenstein porque ¢ es primo (= irreducible) en
F,[t]. Y por lo tanto f es irreducible en K (¢)[X] pues es no constante (todo
polinomio no constante irreducible en n A[X], con A dominio integro, es irreducible
en K[X] si K es el cuerpo de fracciones de A).

Ademas, como estamos en caracteristica p,

XP—t=(X =¥y e F0X),

o sea el polinomio irreducible X? —t € F,[X] tiene una tnica raiz ¥/t € F,(t) con
multiplicidad p.

Esto induce el concepto esencial de separabilidad.

7 Extensiones separables

7.1 Separabilidad

Definicién 7.1.1  (Polinomio separable)

Se dice que f € K[X] es un polinomio separable si gr(f) > 1 y f tiene raices
simples en K .
Ejemplos

o f=(X—1)(X+V2)(X —+2) € Q[X] es separable pero g = (X — 1)? no
lo es. Pero claro, g no es irreducible...

o f=XP—teF,(t)[X] esirreducible y no es separable.

Y



Observacién 7.1.2  (Separabilidad y derivada)
Sea f e K[X], gr(f) > 1. Entonces

f es separable < mcd(f,[f)=1.
Prueba.—
(=)

med(f, f) #1 = 3Jg € K[X] congr(g) = 1tqglfyglf
— JacKtqg(a)=0
— JacKtqf(a)=0y f(a)=0

Pero f = (x — a)h implica f'=h+ (x — a)h’, y por lo tanto
fl@)=0 <= hla)=0 <= (z—a)l|h
y esto implica (X — a)?| f, o sea f no es separable.

(<)
med(f, f)=1 = 3steKX[tql=sf+tf
O sea, si f(a) = 0 entonces f'(a) # 0: « es raiz simple de f y f es
separable.

Ejemplo
f=X"—-1 € K[X] es separable < car(K) =0 o car(K)=p con ptn:

Esto es pues f/ = nX""! que es no nulo y con tnica rafz 0 cuando car(K) =0 o
car(K)=p con pfn.
Y si car(K) =p|n, X" —1=(X*P —1= (X" - 1), no es separable.

Observacién 7.1.3  (Separabilidad y discriminante)
Sea f € K[X], gr(f)>1,con f=(X—a1) - (X —a,) € K[X]. Entonces

f es separable <= A(f)=c H (o — aj)* # 0.

1<i<j<n



Observacién 7.1.4  (Separabilidad y factorizacion)

Sea f=11g: € K[X] la factorizacion de f como producto de irreducibles en K[X].
Entonces

f es separable <= g, # g; para i # j y g; separable V1.

Prueba.—

Todo se reduce a polinomios irreducibles...
Proposicién 7.1.5  (Polinomios separables y caracteristica)

1. Si f € K[X] es irreducible con car(K) =0, entonces [ es separable.

2. 81 f e K[X] es irreducible con car(K) =ptgr(f), entonces f es separable.
Prueba.—

1. car(K) =0: para f irreducible, med(f, f')=1puesg|f — g~1o0g~f,
pero f 1 f’ por cuestiones de grado...

2. car(K) = p: si f = a,X"+---+ay con a, # 0 en K, entonces [ =
Na, 1 X" 1 +---a; #0 si ptn,y por lo tanto en ese caso gr(f’) =gr(f)—1
como en el caso de caracteristica 0. Se sigue como en ese caso.

Observacién 7.1.6  (Volver un polinomio separable en caracteristica 0)
Sea f € K[X]| con car(K)=0 y gr(f) > 1. Entonces

f

med(f, f')

es el polinomio separable asociado a f (tiene todas las mismas raices, pero simples).



Prueba.—



