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14.4 Numeros trascendentes

e J.H. Lambert, 1770: 7 (1/2 perimetro de circulo de radio 1) es irracional.

Mas trabajos de C. Hermite luego, otra prueba, 1822-1901.

J. Liouville, 1844, construye por primera vez ntimeros trascendentes.

C. Hermite, 1873: e es trascendente.

G. Cantor, 1874: trascendentes son no numerables, sin construir ninguno.

F. von Lindemann, 1882: 7 es trascendente.

Teorema 14.4.1  (Teorema de Liouville, 1844)
Sea o € QNR con gr(a) =d > 1 (donde gr(a) := gr(f(a,Q)) ). Entonces

p

c
de:=c(a) >0 tal que para todo p,q € Z con q >0, se tiene ’a——‘>—d.
q q

(Los nimeros algebraicos no racionales no se pueden aproximar “demasiado bien”por
nimeros racionales.)

Prueba.—
Para todo p/q tq ‘a —p/q‘ > 1, sirve c(a) =1 pues 1 >1/¢%.

Me restrinjo entonces a analizar los p/q tq }a — p/q| <1.
Sea f:=a f(a,Q) en Z[X] primitivo, de grado d.

fzadXd+ad71Xd71+-‘~+a1X+a0
= f(g) :ad(g)d—l—ad1(§)d_1+---+a1(§)+a0 # 0

pues f irreducible en Q[X].

Ahora, por el brillante argumento que todo nimero entero # 0 tiene mddulo > 1,

1
ik (1)

v

qdf(g)ez\{o} = ‘qdf(g)‘Zl = )f(g)’

1



Por otro lado desarrollemos f en Taylor alrededor de «:

"o (d) a
f(X) :f(a)—{—f’(a)(X—&)+%(X—a)2+---+ / d!( )(X—a)d
p : py, 1Mo P [ ()] pyd
= )] <lr@lla -2+ a2y 1L, 2y

p( : |f(d)(04)|>
< la==t U EA i |
< Jo=JIUF @+ 4 =
pues ‘a—£|§1 = ’a—]—?‘k§|a—£’.
q 4q q
Definamos entonces ¢(a) := |f'(a)| + -+ - + ———— que es > 0.

Entonces, por (1) y (2),

1 P p p 1
—§‘f—)§ a—=|da) = |la—=>
q° (q) | q‘ | ¢ — ()
1
Termino eligiendo ¢ := ¢(«a) con 0 < ¢(a) < o) y c(a) <1
(a
. p c
Entonces, Vp/q se tiene ’a — —‘ > —.
4q 4q

Corolario 14.4.2  (Construccién de nimeros trascendentes)
Sea a € R\ Q. Si para todo ¢ >0 y para todo d > 1, existe p/q € Q tal que

P c
‘Oz — —‘ < — entonces a es trascendente.
q q
Definicién-Proposicién 14.4.3  (Numeros de Liouville)
Sea a € R\ Q. Si existen {pn,qn}tnen con g, >1 y med(pp,q,) =1, Vn,
b

. 1
que satisfacen que para todo n, ’04 — —n| < —, entonces o es trascendente.
Qn qn

Prueba.—

Esto es pues dado ¢ > 0, existe dy tal que para todo ¢,(>2), — < — < c.

Para d > 1, sea entonces n € N tq n —dy > d. Luego

‘a—&’<1 1 1 c <c

qd

n—do — _n—dyo —

(R an



Ejemplo (El tipico ejemplo de nimero de Liouville)

Sea azz%: (0,110001000 - - - 001 - - - )

k>1

9

Se tiene o € R\ Q pues su desarrollo binario no es periédico.

Defino para cada n
n! n! 1 Pn
Gn :=2""2>2 vy ppi=2 Z? de modo que q—:Z—
1<k<n " 1<k<n
Entonces,

Pn 1 1 _
|Oé—q—n = Z okl S 9(n+1)! Z Qk!—(n+1)!

k>n+1 k>n+1

1 1 2 2 1
— 9(n+1)! kz% 2k — 9(n+1)! ZJrl - q’rTLL

Por lo tanto o es un niimero de Liouville, y es trascendente.

Comentarios

e Los nros de Liouville son no numerables y densos en R pero tienen medida 0.
e ¢ no es un nimero de Liouville (Perron, 1929)

e 7 no es un numero de Liouville (Mahler, 1932)

Extensiones del teorema de Liouville

El teorema de Liouville implica que para a € QR con gr(a) =:d > 1,

1
la ecuacion ‘a — 1—9‘ < — tlene solo finitas soluciones p/q € Q para N > d:
q q

Pues para c¢(«) del teor. de Liouville, como N > d, para ¢ suficientemente grande

1
q_N.

N—d

Y para cada ¢ fijado de los finitos valores que quedan, hay solo finitos valores de p

que sirven, pues para un p que sirve, los demds pertenecen a {p—q+1,...,p+q—1}:
Para ¢ =1 es trivial y para ¢ > 2 y k > g,



Pregunta N > d se puede reescribir como N =d+ ¢, € > 0 cualquiera.
JEs d + ¢ 6ptimo tal que la ecuacion

1
qd+€

=2 <
q
tenga solo finitas soluciones?

Se sabe por fracciones continuas que los convergentes {p,, s tnen satisfacen

1
o =D < =
Q’Vl Qn
p 1 . )
Por lo tanto ‘a — —| < — tiene oo soluciones.
q q

O sea, se sabe que para o € QN R de grado d > 2,

1
° !a — S‘ < F tiene solo finitas soluciones racionales p/q.

1
° ’oz — ]—?‘ < — tiene infinitas soluciones racionales p/q.
q q

1 1
(Notar que — < —). ;Cudl serd entonces el valor optimal?
q

Teorema de Thue-Siegel-Roth, 1955
(Alex Thue, 1909, Carl Siegel, 1921, Klaus Roth, 1955)

Sea @ € QN R no racional. Entonces, para todo ¢ > 0, la ecuacién

1
q2+€

o — ]3\ <
4q
tiene solo finitas soluciones racionales p/q.

Teoria trascendente de ntiimeros: estado del arte

Teorema de Hermite-Lindemann, 1882

Sea a € C*. Entonces o y e* no son simultaneamente algebraicos.



7mo Problema de Hilbert:  (Sobre la trascendencia de a®)

;Es a® trascendente, siendo a # 0,1 algebraico y b irracional algebraico?

Teorema de Gelfond-Schneider (probado indep. por ambos en 1934)
Sean a,b € Q,a#0,1 y b¢ Q.

Entonces ab := eb198% g trascendente.

(Aqui loga es cualquier determinacién del logaritmo de a)

e a=2b=12 ~ 2V2

1 —
e Para a = —1, tomamos loga=mi, b=-€Q\Q ~ a’"=¢€".
)

Formulacién equivalente:
Sean o, € Q" y loga # 0,log 8 determinaciones arbitrarias del logaritmo. En-

tonces log 3 log 3
0 0 _
: "= ¢ 0

log log

¢Q

Gelfond, 1949:

2 3
Al menos uno entre e€, e, e°

es trascendente.

Teorema de las 6 exponenciales, Siegel-Lang/Ramachandra, 1967

Sean aq,ag,a3 € C Q-liy £1,8, € C Q-li.
Entonces alguno de los 6 niimeros edfi 1<i<3,1< 7 < 2, es trascendente.

Conjetura de las 4 exponenciales, ~ 1940, ~ 1960:

Sean aj, a0 € C Q-liy p1,0, € C Q-li.
Entonces alguno de los 4 nimeros e®%, 1 <i,j <2, es trascendente.

Sobre independencia algebraica

Teorema de Lindemann-Weirstrass, 1882-1885

ar,...,00 €Q Q—1li = e™,...,e* algind./Q.

Ejemplo: e, eV?



Gelfond, 1949
° 2%, 2V4 son alg.ind./ Q.
e ay,...,a0 €C Q-liy py,...,8,€C Q-li, con dl > 2d + ¢ implica

trdegg(Q({oy, ™, 1 <i<d, 1<j<(}) >2.

— Casos interesantes: d=(=3y d=2,({=4.
— a€Q\{0,1}, b€ Q con gr(b) > 3, entonces

trdegg (Q(ab, a” . a”, ab4)) > 2,
tomando
ar=1,a0=0, a3 =0y By =loga, B =bloga, B3 =b*loga.
— a€Q\{0,1}, b€ Q con gr(b) = 3, entonces
trdegg (@(ab7 abQ)) =2,

pues a? y ¥ alg./Q(ab, a¥’):

B = agb>+arbtag = a’ = a2V Fabtao — gao(ghye(ghyez alg /Q(al, a”).
Conjetura de Gelfond, 1948
Sea a € Q\{0,1} y 1,81,...,8: € Q Q-li. Entonces

o, ... aPh algind./Q.
Implica que para b € Q con gr(b) = d, entonces
a,a”, ... a""" son alg.ind./Q.
Se sabe para d =2 y d = 3.

Teorema de Nesterenko-Philippon-Diaz, 1990
a,...,ag €C Q-liy p1,...,68, € C Q-li implica

d+ ¢

6



Conjetura e y 7 son alg.ind./Q.

Brownawell-Waldschmidt, 1986

2

O bien e y 7 son alg.ind./Q o bien €™ es trascendente.

Nesterenko, 1996 7 y €™ son alg.ind./ Q.

Y ahora la reina de las conjeturas en teoria trascendente de ntimeros:

Conjetura de Schanuel, 1960

ar,...,oq €C Q-li — trdegQ(Q(al,...,Ozd,eO‘l’..,,ead)) > d.

La conjetura de Schanuel implica

e FEl teorema de Lindemann-Weierstrass.

e La conjetura de Gelfond:
acQ,ay= loga,ay = piloga, ..., aq = Bgloga implica
trdego(Q(log i, Biloga, . .., Balog a, « Lot ol > d
~ ~ < N S e
trdeg<1 €Q trdeg>d
e cy msonalgind./Q: o =1, a,=21 ~ 1,27, e, ¥ =1.
e La conjetura de las 4 exponenciales.
e Y todas las demas...



