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Proposicién 14.1.5  (Comportamiento en torres)

Sea E/F/K wuna torre, y sea S base trasc. de F/K y T base trasc. de E/F .
Entonces SUT es base de trascendencia de E/K .

En particular, trdegy (E) = trdeg (F) + trdegp(E).

Prueba.—
Qpq SUT esalgind./K y que E esalg./K(SUT).

e SUT alg.ind./K: Sea fe K[X,Y] tq f(s,t) =0. Entonces

0= f(s,t) = Z@t'@ con ar € K[X]y Y ai(s)Y* € F[Y]

Por lo tanto, como 7" alg.ind./ F', ar(s) =0 en F'.
Pero S alg.ind./ K implica ap =0 en K[X].
Se concluye f = ap(X)Y* =0 en K[X,Y].

o Fesalg/K(SUT):

iOjo!
S,T bt.de E/K #= [E:K(S)|=I[F:K(T).



Ejemplo ya visto implicitamente

K(X1,...,X,)

14.2 Extensiones trascendentes puras

Definicién 14.2.1  (Extensién trascendente pura)

Sea E/K extension. Se dice que E/K es trascendente pura si ezviste T C E
alg.ind./K tq E=K(T).

Ejemplos
K(Xy,...,.X)/K, K(s51(X),...,s.(X))/K

Observaciéon 14.2.2
En ese caso T es base de trascendencia de E sobre K y trdegy(E) = #(T).

Proposicién 14.2.3  (Ext. trasc. puras y eltos trascendentes)
Sea E/K trascendente pura. Entonces, YVt € E\ K, t es trascendente/K .

Prueba.—
Sea T'C E tq T esalgind./K y E = K(T), ysea t € E. Entonces
t1,...,t
t:MContl,...,tNGTymcd(f,g)zlenK[Xl,...,XN].
g(tl,...,t]\[)

Sup. que 0 # F = Zaka € K[X] satisface F(t) = 0. Entonces
k=0

t —k
= aog(t) +arg@®)" )+ + ozn_lg(t)J“(t)"‘1 +an f(t)" =0
git) la. f(&)" v f(t )Iaog(t)"

— t)|a, t)|a
A CICAE Gl

= ¢ y f son constantes — t € K. [



iOjo!  [No wale la reciproca!

Vte E\ K, t trasc./K # FE/K trasc. pura:

Sea F=Q() y FE=F(a) con f(a, F)=X*+t*+1,
que es irreducible pues

Afirmacién: V5 € E\Q, 3 es trasc./Q:
si B = fo(®) fl(t)a con med(f;, ;) =1,

go(t) 91t
' ‘ — _ f) fl(t)@
entonces existe o : E‘E@(’f) tq o(f) = 9o(t)  u(2)

Si B esalg./Q, con f:= f(8,Q), entonces o(f) es raiz de f también,

y B+0(B) = Qng; alg./Q, y pertenece a Q(t) que es trascendente pura/ Q.
9o
t
Por la proposicion, concluimos que fol®) €Q.
9o(t)
, fi(t)
Por otro lado también tenemos 0 a alg./Q,y
g1
i) 5 _ fi() 2
o = —(t*4+1)) alg./Q y pertenece a Q(t).
a0 g ) e "

—(* + 1) f2(t)
g9i(t) <Q

Esto implica g7 [t 4+ 1, o sea g € Q pero g, € Q[t].
En definitiva g; € Q. Por lo tanto

Nuevamente, por la proposicion,

fo(t)
9o(t)

~E+1D)fiHeQ = fi=0 = B= €Q.

Afirmacién: E/Q no es trascendente pura.

Como trdegg(E) =1, si E fuera trasc. pura/Q, tendrfamos E = Q(s) para algin
se E=Q(t)(«).

B B B
Tendriamos a = 7(s) y o =—(t"+1) 20) t ) A
) _ () B B

o~ (gt = g

gt 95
iAbsurdo en Q(s)!



14.3 Extensiones trascendentes puras con trdeg 1

Observacién 14.3.1

Sea E = K(y) trasc. pura/K .

Entonces, Vz € E\ K, z es trasc. /K,

Y por lo tanto {z} es base de trasc. de E/K .
En particular K(y)/K(z) es algebraica y finita
(por ser simple).

¢ Cudl es su grado [K(y) : K(2)] ?

Definicién 14.3.2  (Altura de z)
fy)

Sea z € K(y). Entonces z =
9(y)

con f,g € K[X]| coprimosy g#0.

Se define la altura de z como

ht(z) = max{gr(f), er(g)}-
(Verificar que estd bien definida.)

Observacién 14.3.3 ht(z) =0 < z€ K.

Proposicién 14.3.4  (Grado y altura)
Sea K(y)/K trascendente pura, y sea z € K(y). Entonces,

K(y): K(=)] =ht(z) v f(. K(2)) = g(X)e—F(X) m:% con med(f. g) = 1.

(En realidad hay que hacer ese polinomio ménico pero no cambia nada.)

Prueba.—

f()

Siz= ﬂ, entonces ¢(y)z — f(y) =0 con lo cual y es raiz del polinomio
gy

Fi=g(X)z— f(X) € K(2)[X].

Ademds F' es irreducible en K(z)[X]| por ser irreducible y primitivo en K[X][z]
(dado que f y g son coprimos):

F =hihy € K(2)[X] = F=hy(z, X)hy(z,X) con hy, hy € K[z, X] y gry(hi) = gry ()
= hy € K[X] pues gr,(F) =1
= F = hy(X)hy(z,X) pero f y g coprimos = h; € K.

Se concluye observando quegr(F') = max{gr(f),gr(g)} = ht(2).



Corolario 14.3.5 (Automorfismos en K(y))
Sea K(y)/K trascendente pura y z € K(y). Entonces

b
Ky =K(z) & ht(2)=1 & Z:Z;J/::d con a,b,c,d € K,ad — bec # 0.

(La condicion ad — bc # 0 garantiza z ¢ K .)

En particular,

Aut(K(y)/K) = {o:y—2z€ K(y) con K(y)=K(z)}

b
Zgid con a,b,c,d € K,ad —bc # 0 (homogmf{a)}

= {o:y—

Una caracterizacion de las subextensiones de K (y)/K estd dado por el famoso

Teorema 14.3.6  (Teorema de Luroth, 1876 - Jacob Luroth, 1844-1910)
Sea K(y)/K trascendente pura con trdeg 1, y sea E/K subextension con K C E.
Entonces eziste z € K(y) \ K tq E = K(z).

O sea E/K también es trascendente pura.

Prueba.—

En vista de la discusion anterior,

el candidato para z es z € F con ht(z) > 1 minima,

pues para z € E siempre vale [K(y) : E] < [K(y) : K(z)] = ht(z).

Sea entonces z € F'\ K con ht(z) =:n > 1 minima.

Sabemos que [K(y) : K(2)] =n y queremos probar que [K(y): E]=n
también, sabiendo, como z € E, que [K(y): E] =:m <n.

Definimos entonces
§(X) = f(g, F) con gr(@) =m y p(X) = F(y, K(2)) = g(X)s—f(X) con gr(p) = n.
Como p € E[X], sabemos que ¢(X)|p(X) en E[X], donde

¢ X) = X"+ 2 X" o 4 21 X + 2 con 2g,...,2m €E

y para aquellos k tq z, ¢ K, ht(z;) > ht(z) = n, y al menos un z, ¢ K pues y
no es algebraico/ K .

f()

Recordemos z = —== y escribamos z; =
9(y)

, 0 <k <m—1 (siempre en forma
9x(y
coprima).



Asociamos a ¢ y p los polinomios de K (y)[X]:

_ _ vm fmfl(y) m—1 fo(y)
0 =Xt o T T W

Observemos que  ¢(X)|p(X) en E[X] = q(X)|p(X) en K(y)[X].

Pero entonces

q(y, X) |ply, X) en Kly, X]

donde ¢(y, X) v p(y, X) son los polinomios primitivos en K|[y|[X]

asociados a g(X) y p(X) (simplemente limpiamos denominadores).

Afirmacién:  gry(p) = gr,(p) =n = gr(p):

Se tiene p(y, X) = g(X) f(y) — f(X)g(y), y como es simétrico, grx(p) = gr,(p),
pero hay que ver que no se produce cancelacién del monomio de grado n en X,
que podria eventualmente pasar si fuera gr(f) = gr(g) =n.

En ese caso el coeficiente en grado n de X en p es ¢ f(y) — cag(y) # 0,

pues f y g coprimos. O sea que todo OK.

Afirmacién: Ma4s atn, p € K[y, X| es primitivo, tanto como polinomio en y como
polinomio en X :

Es facil ver que p es primitivo si gr(f) = 0 o (excluyente) gr(g) = 0 pues en esos
casos,

Ply. X) = a(9(X) = g(y)) o a(f(y) — f(X))
es “monico” como polinomio en X (y en y).
Por lo tanto, podemos asumir gr(f),gr(g) > 1.
Al ser simétrico, si no es primitivo en X , tampoco lo es en y.
Sup. entonces que h es tal que p(y, X) = g(X)f(y)—F(X)g(y) = h(y)h(X)h(y, X) .
Sean 1,72 € K tq f(z1) =0y g(z1) #0,y f(22) #0 y g(wy) =0
(que existen por ser coprimos f y g).

Entonces

h(y)h(z1)h(y, v1) = g(@) f(y) v hy)h(z2)h(y, x2) = —f(22)g(y).

Esto implica h(y)| f(y) v h(y)|g(y) que son coprimos,
y por lo tanto h es constante.

Afirmacién:  gr,(q) = n:
Se tiene q(y, X) = g(y)X™ + fmfl(y>Xm_1 +oeee ﬁ)(y)

6



donde § =mem(gm-1,...,90) v fuy)| fu(y) para 0 <k <m —1.
Por lo tanto gr,(q) > n pues si existe k tq gr(gr) > n, ent. gr(g) >n

y si no, existe k tq gr(fx) > n, lo que implica gr(fk) >n.
Pero por otro lado, ¢|p en K[y, X] implica gr,(q) < gr,(p) =n.
Asi, gr,(q) =n.

Objetivo final: ~ Probar que m = n, o sea probar que gry(p) = gry(q) ya que

m=gr(q) =gry(q) =grx(q) v n=gr(p)=erx(p).

Pero como gr,(q) = gr,(p) v ¢|p en K[y, X], p(y, X) = h(X)q(y, X),
o sea h(X) divide al contenido de p(y, X) como polinomio en ¥,

pero ya vimos que p(y, X) es primitivo como polinomio en y,

y por lo tanto h(X) es constante,

y concluimos jfinalmente! que gry(p) = gry(q) como queriamos.



