ALGEBRA III - 2p0 C. 2020 - CLASE 17 - 3/11/2020

Lema 12.3.4 (Resolubilidad y raices de la unidad)
Sea E/K Galois finita y sea w raiz de la unidad. Entonces

1.  Gal(E/K) resoluble <=  Gal(E(w)/K) resoluble
2. Gal(E/K) resoluble <=  Gal(E(w)/K(w)) resoluble.

Prueba.—
Notar que E(w)/K es Galois pues E/K y K(w)/K lo son,
y esto implica que E(w)/K(w) también.
(1) E/K Galois = Gal(E(w)/E) < Gal(F(w)/K)
y Gal(EF/K) ~ Gal(F(w)/K) /Gal(E(w)/E).
Pero Gal(E(w)/E) es resoluble por ser abeliana. Asi

Gal(E/K) resoluble <= Gal(E(w)/K) resoluble.

(2) K(w)/K Galois = Gal(F(w)/K(w)) < Gal(E(w)/K)
y Gal(K(w)/K) ~ Gal(E(w)/K) /Gal(E(w)/K(w)) .
Pero Gal(K(w)/K) es resoluble por ser abeliana. Asi

Gal(E(w)/K) resoluble <= Gal(F(w)/K(w)) resoluble.

Proposicién 12.3.5  (Galois radical implica grupo resoluble)

Sea E/K Galois y radical con pisos primos Ey C -+ C E,, donde E; = E; ()
con of' € E;_1, y supongamos que K contiene raices primitivas de la unidad de
orden p;, 1 <1< n.

Entonces Gal(E/K) es resoluble.

Prueba.—

Por el teorema 12.1.2, E;/E;_; es Galois ciclica con |Gal(E;/E;—1)||p;.
Pero E; # E;_1 y por lo tanto |Gal(E;/E;_1)| = p;.

Ast, Gal(E/E;) < Gal(E/E;_1) y ademés

Gal(E;/E;_1) ~ Gal(E/E;_1) | Gal(E/E;) .
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O sea
{id} = Gal(E/FE) < Gal(E/E,—1) < --- < Gal(E/Ey) < Gal(E/Ey) = Gal(E/K)
y
Gal(E/E;_,) | Gal(E/E;) ~ Gal(E;/E;_1) ~ Z/p;Z.
Por lo tanto Gal(E/K) es resoluble.

Proposicién 12.3.6  (Grupo resoluble implica radical)

Sea E/K Galois finita con Gal(E/K) resoluble con serie de descomposicion G,, <
- <1 Gy con cocientes primos pi,...,Pn, Y supongamos que K contiene raices
primitivas de la unidad de orden p;, 1 <1 <mn.

Entonces E/K es radical.

Prueba.—

Tenemos
{id} = Gal(E/FE) =1 G,, < Gpo1 < -+ < Gy < Gy := Gal(E/K)

con GG;_1/G; ciclico de orden p; primo.
Sea E; := E% . Entonces E/E; es Galois con Gal(E/E;) = G;, y luego

K=E,CE C---CE,,CE,=E,

con FE;/E; 1 Galois pues Gal(FE/E;) < Gal(E/E;_1),
y ademas
Gal(E,/Ez_l) >~ Gal(E/EZ_1>/Gal<E/E7,) ~ Gi—l/Gi

es ciclico de orden p; primo, y FE;_; contiene una raiz primitiva de orden p; de 1.
Por el teorema 12.1.2, F; = E; 1(«;) con o € E; 4.
|

Juntemos todo ahora (recordemos que estamos con car(K) = 0 sino hay sutilezas).

Teorema 12.3.7  (Resolubilidad de ecuaciones)
Sea f € K[X]. Entonces

f es resoluble por radicales <=  Gal(K(f)/K) es un grupo resoluble.



Prueba.—

(=)  Por hipétesis, K(f) C E con E/K radical.

Tomando la clausura normal, podemos suponer directamente que E/K es Galoisy
radical, con_pisos primos E;, 1 <i<n,donde E; = F; 1(a;) con of" € E;_;.
Sean w; € K raices primitivas de orden p; de 1, 1 <i <n.

Entonces E/K Galois radical = E(wi,...,w,)/K(ws,...,w,) Galois radical,
y por lo tanto, por la proposicién 12.3.5,

Gal(E(wy, ... ,wp)/K(wy,...,wy,)) es resoluble.

Esto implica por el lema 12.3.4 que Gal(E/K) es resoluble.

Concluimos con:

K(f)/K Galois = Gal(E/K(f)) < Gal(E/K)

y Gal(K(f)/K) ~ Gal(E/K)/Gal(E/K(f)),

y sabiendo que

Gal(E/K) resoluble <= Gal(E/K(f))y Gal(E/K)/Gal(E/K(f)) resolubles.

Al ser Gal(E/K) resoluble se concluye que Gal(K(f)/K) es resoluble.

(«=)  Por hipétesis, Gal(K(f)/K) es resoluble con cocientes primos py,...,pn.

Entonces por el lema 12.3.4, Gal(K(f)(wi,...,wn)/K(w1,...,w,)) es resoluble,
donde w1, ...,w, son raices primitivas de 1 de orden p1,...,p, resp.

Y por la proposicién 12.3.6, K(f)(w1,...,ws)/K(wi,...,w,) es radical.
Como K(wi,...,w,)/K es radical, ent. K(f)(wi,...,w,)/K es radical, y por lo
tanto K (f)/K es resoluble por estar contenida en una extensién radical.

Consecuencias
e Las ecuaciones generales de grado 2,3 y 4 son resolubles por radicales pues
S, 53 v Sy lo son.

e La ecuacion general de grado > 5 no es resoluble por radicales pues S,, no es
resoluble para n > 5.

(Niels Enrik Abel, 1802-1829)

e Un ejemplo concreto:
X% —6X +3

f
es irreducible en Q[X] por

Gal(f/Q) <S5 y 5]|Gal(f/Q)]:



Por lo tanto existe en Gal(f/Q) un ciclo de orden 5 por

Probaremos que Gal(f/Q) contiene ademds una transposicion:

f tiene 3 raices reales, 2 positivas y 1 negativa pues

F0) =3, f(-2) <0, f(1) <0y [(2) >0

Pero no tiene mas de 3 por la regla de los signos de Descartes.

O sea f tiene dos raices en C\ R que son conjugadas.

Notar que 0 : C — C es un Q-automorfismo de C

Y ol,, € Gal(f/Q) manda la raiz compleja no real de f a su conjugada.
Por lo tanto Gal(f/Q) contiene un 5-ciclo y una transposicion:

contiene todo S;. O sea Gal(f/Q) = S;.

Se concluye que f no es resoluble por radicales.

12.4 Existencia para n € N de f € Q[X] con Gal(f,Q) =5,
f = X3 — 81<X1,X2,X3)X2 —+ 82<X1,X2,X3)X — 53<X1,X2,X3) es irreducible en
Q(s1, 82, 53)[X] pues

Sabemos que Gal(f/Q(s1,s2,53)) = S3.

. Qué pasa cuando especializamos los coeficientes?
e s;=5,=0,s3=1: f=X?—1 no esirreducible y Gal(f/Q) # Ss.
e 5y=5,=0,53=2: f=X3-2 esirreducible y Gal(f/Q) = S;.
e s5;=1,80=-2,53=—1: f=X3+X?-2X —1, ejemplo visto antes,

es irreducible pero Gal(f/Q) = A3 # S5.

Asi que que el grupo de Galois sea S,, no depende solo de la irreducibilidad de f,
como ya sabemos, sino que depende de que el grado del polinomio minimal de un
elemento primitivo 6 de la extension Q(f)/Q sea n!.



Teorema de irreducibilidad de Hilbert
Sea Y = (Y1,....Y,) v g(Y,X) € Q[Y, X] irreducible.

Entonces existen infinitos a € Q" tales que ¢o(X) := g(a, X) es irreducible en
Q[X].

]
Ejemplo

X2 —Y esirreducible en Q[Y, X] y X?—a es irreducible en Q[X] para todo a < 0
y para todo a > 0 con a ¢ Q2.

Existencia para cada n € N de [ € Q[X] con Gal(f,Q)=S5,:

Para X = (Xy,...,X,), sean
K:=Q(s1(X),....8.(X)) v fr=X"—51(X)X" - (-1)"5,(X) € K[X]

de manera que £ = K(f,) = K(Xi,...,X,) = Q(Xy,...,X,) satisface como
sabemos Gal(E/K) =S5,

Entonces E/K es simple y existen c¢1,...,¢, € Q tq

Q :ClX1+"'—|—Can

X

es un elemento primitivo:

E=K(f)=K(by) v Jbg.K) =[] (X-0(6,)) € K[X]

O’GSn

es un polinomio irreducible de K|[X]| de grado n!.

Nuestro objetivo es especializar (si,...,s,) +— (ay,...,a,) € Q"

de manera que el polinomio

fo=X"—a X" (D" = (X — ) (X — )

con ay,...,a, € C satisfaga que para 0_ = ciaq + -+ - + cpa,,
[T x—06.))
O'GSn

(que como se ve tiene grado n!) sea un polinomio irreducible de Q[X].
Asi se tendrd [Q(6,) : Q] =n! y como Q(0,) C Q(ay,...,a,) = Q(f,), concluire-

mos que

Q(f.) =Q(0,) v [Q(f.): QI =n! osea Gal(Q(f,)/Q) = Sn.



Afirmacién:  f(0,,K) € Q[s1(X),...,s.(X)][X]

(es decir sus coeficientes son polinomios en si,...,S,, y no fracciones racionales):
Esto es por el TFPSE, pues f(0,,K) € Q[X][X] (verificarlo) y para 7 € S,,,
T(f(0x, K) = [[ (X —700(6y)) = [0y, K),

gESy

dado que o(f,) = c10(X1) + - + cro(X,).

O sea . ’
FO K) =Y bjgst -+ s X" € Qlsy,..., 80, X]
j.k
es un polinomio irreducible, pues es irreducible en Q(sy,...,s,)[X] y primitivo.

Y puedo aplicar el teorema de irreducibilidad de Hilbert:
existe a = (ay,...,a,) € Q" tal que con la especializacion sy — ay, ..., s, — ap,

[0, K)(@) = bjal - alr X* € Q[X]
.k

es un polinomio irreducible.

Afirmacién:  El polinomio f, := X" —a; X" '+ .-+ (=1)"a, € Q[X]
es irreducible y Gal(f,/Q) =S, :

Verifiquemos para eso que 0, = cia; +- - -+ ¢, es elemento primitivo de Q(f,)/Q
con minimal

f0,,Q) = (0, K)(a)

Notar que f, es X" —s; X" 14+ (=1)"s, especializado en s; = ay,..., 8, = a,.
Y si aq,...,a, € C son las raices de f,, se tiene para o = (v, ..., ),
si(a) =ay, ..., sp(a) = a,.

Asi,

H (X - J(ex)) = f(exv K) = ijﬁsl(X)jl T Sn(X)ank

O'ESn J»k

=
[] (X =0(6.) =D bjwsi(a) - s, ()" X*
UeSn Jak

= Zbika{l o 'aZLnXk = f(exaK)<a’)
ok

es un polinomio irreducible en Q[X] que tiene por raiz a 6_ .
Por lo tanto f(0_,,Q) = f(0,,K)(a).



