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10 Extensiones ciclotomicas

Esta seccién no es muy rigurosa, sobre todo trata de dar pautas y herramientas para
trabajar. Los resultados se van a desarrollar con mas detalle en la practica.

10.1 Hechos generales

Definicién 10.1.1  (Extensién ciclotémica)

Sea K un cuerpo. Se dice que E es una extension ciclotémica de K si £ = K(§)
donde & € K es una raiz n-ésima de 1 para algun n € N.

Ejemplos
e Q(&,)/Q donde &, es raiz n-ésima (primitiva o no) de 1.

e F,./F, pues Fyn =F,(f) donde 0 es raiz de 07" ~1 = 1.

Observacién 10.1.2  (Puede haber pocas raices n-ésimas de 1 en K )

Sea K con car(K)=p y n=p‘m con pt m. Entonces

k

X" —1=X"" 1= (X" -1,

Observar que el polinomio X™ — 1 es separable y hay m raices de 1 en K .

Proposicién 10.1.3  (El grupo multiplicativo de raices n-ésimas de 1)
Sea K cuerpoy G :={¢ €K : {"=1} C K. Entonces

1. (G,-) es un grupo ciclico.

2. Sea £ € G, entonces K(§)/K es Galois.



Prueba.—

1. G es obviamente un grupo, y es ciclico al ser un subgrupo multiplicativo finito
de un cuerpo. Sus generadores son las raices primitivas de orden n.

2. Si car(K) =p y £ =1, entonces £ es raiz primitiva de algin orden d con
d|m si n=p‘m.

Entonces K(£) = K(X?—1) es el cuerpo de descomposicién de un polinomio
separable en K[X].

Proposicién 10.1.4 (Gal(K(¢,)/K) < U(Z/nZ))

Sea &, € K una raiz n-ésima primitiva de 1. Entonces el morfismo de grupos

Gal(K(¢,)/K) — U(Z/nZ)
o — ko sioo(&) =¢&F

€es

1. siempre inyectivo,
y por lo tanto Gal(K(&,)/K) < U(Z/nZ) y |Gal(K(&,)/K)| | ¢(n).

2. puede no ser sobreyectivo.

Prueba.—
Observar que f(&,, K)|®,(X) en F,[X] y por lo tanto &, — &F con med(k,n) = 1:

el morfismo esta bien definido.
1. Es obvio.
2. En F3[X],
X—1l=X-DX+D)X*+D)(X*+X - 1)(X* - X —1).
Cada raiz £ # +1 define la extensién Fg de grado 2 sobre Fj:

|Gal(F3(§)/F3)| =2 < 4 = ¢(8).



10.2 Extensiones ciclotémicas sobre Q

e Sea &, € C es una raiz n-esima primitiva de la unidad, entonces recordemos:

QX" —1) = Q(&) = Q(Pn)

donde el minimal de &, es

e, = [ (x-e5)

1<k<n

med(k,n)=1

que es un polinomio irreducible en Q[X] de grado ¢(n).
O sea [Q(&n) : Q) = »(n).

e Q(&,)/Q es una extension Galois abeliana (con grupo de Galois abeliano):

Gal(Q(6.)/Q) = U(Z/nZ)

o =k osioo(&,) =&

Revisar la estructura como grupo abeliano de U(Z/nZ):

Observacién 10.2.1  (Interseccién y compuesto)

1. Sean m,n € N con med(m,n) = 1. Entonces

2. Generalizar al caso m,n arbitrarios:



Prueba.—

1. Se sabe que Q(&n), Q(&,) € Q(&nn) lo que implica que
Q(6m) Q&) € Q(&mn)-

Pero ademds si med(m,n) =1,
&m & es raiz primitiva de orden mn de 1,

y entonces

Q(&mn) € Q(&n) Q(&n)-
Para Q(&,,) NQ(&,), hacer diagrama justificando bien

Subextensiones de Q(¢,)/Q:

Para p primo, Q(§,)/Q es extensién Galois ciclica (con grupo de Galois ciclico)
pues

Gal(Q(&)/Q) ~ U(Z/pZ) = (Z/pZ) ~ Z/(p—1)Z.
Asi Gal(Q(¢,)/Q) = (o) con ¢ de orden p—1.
Por lo tanto Q(¢,)/Q tiene una subextensién F' para cada d'|p — 1, con

GalQ(&,)/F) = Z/dZ y [Q(): F]=d.

y esta es unica (pues un grupo ciclico tiene un tnico subgrupo para cada divisor).
Ademas esta subextension F' es Galois también (;por qué?),
p—1

d ’
Se tiene F; = Q(&,)" donde H = (0?%) es el tnico subgrupo de Gal(Q(&,)/Q) de
orden d',y

Gal(Fy/Q) ~ Gal(Q(&,)/Q)/Gal(Q&,)/Fa) = Z/(p ~ 1)L/ Z/dZ ~ T/dL.

de grado d := y la llamamos Fy.



Observacién 10.2.2
Sean Fy y F. las subsextensiones de Q(&,)/Q de grados d y e resp. Entonces

F;CF., < dle

En ese caso, Gal(F./Fy) ~ Z/57.

Prueba.—

Sabemos que Fy = Q(fp)<"d> y F. = Q(&)"7 y como la correspondencia revierte
inclusiones,
FyCF < (0% 2 (0% <= dle

Todo es Galois, y

Gal(F./Fy) ~ Gal(Q(&)/Fa)/ Gal(Q(&,)/Fe) ~ (0)/{0%) ~ Z/sZ

Ejemplo  (Q(&)/Q)

Por simplicidad para mi, & =: w

Gal(Q(w)/Q) ~ (2/52)* = {1,2,3,4} = (2) = (3)
O sea G := Gal(Q(w)/Q) = (o) con por ejemplo

o w o= W

o’ w o= wri=wt
o} w o= Wl

0’4 = ldQ(w)

Los subgrupos de G son

{idgw} » (¢% , G

;Quién es la subextensién Fy tal que Gal(Q(w)/Fy) = (02)?

2

Fy=Qw)” v [Qw) : F3] =2.

Se tiene o*(w+w™ ) =w T +w.

Esto implica que Q(w+w™") C F, con [F: Q] = 5 =2 y la inclusién no puede ser
estricta, porque sino serfa Q = Q(w+w™!) pero oc(w+w™) =w?+w? £ wtw .
Asi, Fy = Q(w +w™) = Q(cos(27/5)) C R.



Mas aun

fw+w™Q) = (X - (w4+w ) (X —ow+w))
= (X — (w+w‘1)) (X — (w? +w_2))
Esto implica que si w = e27¥/%
wtw! —1+V6
2 4

Fy = Q+w™) = Q(cos(2r/5)) = Q(V5).

entonces cos(27/5) = , v en particular

(La extensién Q(w)/Q contiene la subextensién real Q(v/5).)
Por otro lado como Gal(Q(w)/Fy) = (0?),
fw, Fy) = (X —w)(X = 0*(w)) = (X —w)(X —w™)

—1 5
=X’ - (w+w HX+1 = X2—(+\/_

—1+V5 =5—5
> T V™ 2

5 )
En particular w se puede expresar por radicales...

)X+L

De aqui se deduce

w =



