ALGEBRA III - 2p0 C. 2020 - CLASE 1 - 1/9/2020

1 Resolucion clasica de polinomios

1.1 La ecuacidén cuadratica

(1) Babilonios (1700-1600 AC)

Ya tenian un algoritmo para resolver = 4+ y = s,xy = p (o sea encontrar las raices
de X? —sX +p):

o s> 5/2

(s/2)*

(s/2)* —p
(s/2)> —p

r=1(s/2)++/(s/2)?—p, y=5s—x.

(2) Griegos hasta 100 DC

Resuelven cuadraticas por construcciones geométricas, no hay formulaciones alge-
braicas (como conocemos hoy) hasta al menos 100 DC. Diofanto en 250 DC introduce
alguna notaciéon geométrica y también métodos para resolver algunas cibicas que
involucran intersecciones de cénicas (circulos, elipses, pardbolas e hipérbolas), del
tipo

X*=d’ & X?*=aY y XY =ab.

Las soluciones algebraicas de cibicas no se conocen.

(3) Hoy
aX?+bX 4+¢c=0 con a,b,ceC,a#0

Soluciones:
—b+Vb? —4dac

2a

donde v/b? — 4ac denota cualquier raiz cuadrada en C del discriminante A = b% —
4ac.

Relacionar con lo que conté en la reunién, que mas que de los babilonios (me emo-
cioné y dije cualquiera), era la forma en la que pensaron Vandermonde y Lagrange
en el S. XVIII para resolver X?—sX +p, para luego intentar resolver con las mismas
ideas las ecuaciones de grado 3, 4, 5, 6, etc.:

1



e Si conocemos x +y y x —y recuperamos r € y

e Conocemos z+y = s perono x—y... pero (r—y)? = (x+y)>—4day = s> —4p !

O sea conocemos T +y y (v —y)?...

1.2 La ecuacién cubica

(1) Renacimiento italiano

Scipione del Ferro, 1515, encontrd solucién para cibicas de la forma X3 +bX = c
con b,c € Ryy. Su estudiando Florido conocia la solucién y en 1535 desafié a Niccolo
Fontana (Tartaglia) a resolver 30 cubicas. Tartaglia vencié y le conté su solucién a
Cardano en 1539, que la publicé en Ars Magna, 1545, separando en 13 casos para
mantener siempre coeficientes positivos.

La interpretacién de hoy, para resolver aX? +bX? +cX +d =0 con a # 0, es la
siguiente:

e Hacer ménica la ecuacién: X2 4+ bX? +¢cX +d=0 con b,c,d € C

e Hacer Y = X 4 b/3 para deshacerse del término cuadrético. Queda

Y34+pY +¢=0 con p= yq=

e Escribir una solucion y de la forma y = u 4+ v con 3uv = —p ;Por qué se
puede?

e Haciendo la cuenta %ueda que ¥ +py+q =0 se transforma en u? —i—v +q=0
sabiendo uv? = —% , o sea tenemos la suma y producto de u® y v, que son

entonces las raices de la ecuacién cuadratica:

3

p

7%+ qZ — =
T

‘Fii 2 4 27 +4p? . ., ..
iFijarse que aparece A = ¢°+ 3= = =41 (;relacién con el discriminante?)

2 3
e Sea § = /2L entonces ud = q+5 y 03 —, y finalmente

. _3—q—|—<5 \3/—q—5
y_“+”_\/ > V2




Pregunta 1: Asi pareciera haber 9 soluciones, pero hay solo 3.... ;Cuéles son?

Pregunta 2: Resolviendo asi X? + X — 2 da una raiz {‘/1 +2V21 + {’/1 — 2y/21
PP

En realidad los niimeros complejos fueron introducidos recién en 1572 por Bombelli.
La ecuacion de grado 4 aparece en Ars Magna. Su resoluciéon se debe a Ludovico
Ferrari.

Euler en 1749 creia que todas las ecuaciones polinomiales eran resolubles por radi-
cales: “Research on the imaginary roots of equations.” “Uno puede garantizar que las
expresiones para las raices no contienen ninguna otra operacion que la extraccion de
raices, ademas de las cuatro operaciones vulgares, y uno puede dificilmente defender
la postura que operaciones trascendentes se meten en la situacién.” (traduccién muy

libre...)

(2) Vandermonde y Lagrange ~ 1770

Descubrieron independientemente el rol jugado por las propiedades de simetria en
las soluciones de las ecuaciones:
X2 +aX+b=0

e Si conocemos x +y y T — Yy recuperamos & € Yy

e Conocemos z+y = —a perono z—y... pero (z—y)? = (z+y)?—4dxy = a®>—4b
implica © — y = +v/a? — 4b! Esto implica

—a++va? —4b —a —+va? —4b
e )

2 y= 2

xr =

Intermezzo
Teorema Fundamental de los Polinomios Simétricos Elementales, S. XIX

Se sabfa desde Albert Girard (1630) e Isaac Newton (1665) que toda expresién
simétrica en las raices es una expresion en los coeficientes de la ecuacion.

En lo que sigue A es un anillo conmutativo, y Xi,..., X, son variables.



Definicién 1.1  (Polinomio simétrico)
Un polinomio g € A[Xq,...,X,] es simétrico si para toda permutacion o de las

variables, se tiene que o(g) =g (donde o(g) = g(o(X1),...,0(X,)).
Ejemplos Notemos X := (Xy,...,X,)
e Las sumas de Newton:

MX)=X;+---+ X,
Ny(X) = XZ +---+ X2

Ne(X) = XF 4o XF

n

para k€N

e Los polinomios simétricos elementales:

( 81<X):X1++Xn
82<X):X1X2++X1Xn+X2X3++X2Xn++Xn_1Xn

si(X) = 21§i1<~~-<’ik§n Xy o+ Xy, para 1<k<n

5u(X)
\ Sk (X)

XX,
0 para k>n.

(A veces se pone también por conveniencia syo(X) =1.)

Observar que si f = X"+a, 1 X" '+ 4+ X +ag=(X—121) (X —z,),
entonces se tiene para X = (x1,...,T,)

ap_1 = —51(X)
Up_o = S2(X)

do = (—1)"8,(x).

Los polinomios de Newton y los polinomios simétricos elementales estan relacionados
por las férmulas de Girard-Newton, que permiten entonces expresar recursivamente
los polinomios de Newton en términos de los polinomios simétricos elementales:

N(X) = 51(X), ie Ni(X)—s(X)=0
No(X) = 81 (X)N,(X) — 255(X), e, No(X) — 1(X)Ny(X) + 255(X) = 0

»

Np(X) = 51(X)Njp_1(X) + 52(X)Njp_o(X) + -+ -+ (—=1)*ks(X) = 0



El caso k = n es muy simple de probar. ;Por qué?

El caso k # n es bastante mas engorroso y lo dejo como ejercicio de la tedrica para
resolver a lo largo de la materia.

Observaciones basicas

e La suma, producto y composicion de polinomios simétricos es un polinomio
simétrico.

e Si f e AX], entonces f(s1(X),...,s,(X)) es simétrico, pues para toda per-
mutacién o se tiene

o(f(51(X),...,sn(X))) = flo(s1(X)), ..., o (sn(X))).

(En general, o(f(g1,-.-,92)) = f(a(g1),.--,0(gn))-)

Enunciamos y probamos ahora el teorema fundamental que justifica toda esta seccion.

Teorema 1.2  (Teorema fundamental de los polinomios simétricos elementales.)

Sea g € A[Xy,...,X,] un polinomio simétrico. Entonces existe un inico h €
AlXq, ..., X, tal que
9(X) = h(s1(X), .., 50(X)).

(Todo polinomio simétrico es un polinomio en los polinomios simétricos elementales,
y ademds esa escritura es unica.)

Prueba.—

Ezistencia de h : La hacemos por induccién imponiendo un orden total a los monomios
en las variables X7,..., X, , que se llama el orden lexicografico graduado: gana el
grado y en caso de igualdad se desempata mirando quién gana de izquierda a derecha.

X/ X > XXk o b g > k4 R,
osiji+--+jn=Fki+-+kp ent. 51 > ky, etc.

Por ejemplo para dos variables:

XP> XXy > X5 > X, > Xy > 1.



Observar que hay solo finitos monomios menores que un monomio dado (dibujarlo
para dos variables).

También que dado este orden total, todo polinomio f tiene un término principal
compuesto por un coeficiente principal y su monomio principal.

Sea entonces g € A[X] simétrico, y sea ¢ X7' -+ XJ» su término principal.
Sabiendo que g es simétrico y como es el orden entre monomios, ;qué se puede decir
de j1,72,...,Jn? (no avanzar hasta no resolver esto, y si no se le ocurre nada haga
ejemplos con polinomios simétricos ¢ chiquitos para inspirarse).

Considero entonces el polinomio ¢ sy (X)717925,(X)7275 . .. 5, (X" y calculo su término
principal. ;Da? (joh casualidad!)

Asf cuando hacemos g — ¢ s1(X)7177255(X)%275 ... 5, (X) 7, , se cancela el término de
cabeza y el polinomio simétrico obtenido tiene finitos monomios méas chicos para el
orden.

Se repite el procedimiento, o se concluye por induccién.

Ejercicio: hacerlo para X3 + X3 en dos variables.

Unicidad de h: Qpq si hi(s1(X),...,8,(X)) = ha(s1(X),...,s,(X)) entonces

hy(X) = he(X), oseasi h(s1(X),...,s,(X)) =0 entonces h(X) = 0. Reciprocamente,
h(X) #0 = h(s1(X),...,s,(X)) #0,

es decir tiene un monomio....
La pregunta es: Si h # 0, jqué termino sobrevive seguro en h(sy(X),...,s,(X))?

Consecuencia esencial para nosotros:

Sea f=a,X"+---+ag € K[X]| con K cuerpo, con raices x1,...,z, en algin lugar,
y sea g € K[Xy,...,X,] un polinomio simétrico. Entonces g(zy,...,x,) € K.
Esto es pues existe h € K[Xy,...,X,] tal que g = h(s1(X),...,s,(X)) y por lo
tanto

91, ) = h(s1(x), - ., $0(x)) = H(—22 (1)) e K.




e La resolucion de la ciubica segin Vandermonde
f=X?>+aX?+bX +c conraices x, y vy 2, w raiz ctiibica primitiva de 1

Asi 1+ w+w? =0 y por lo tanto

1
x:g((x—l—y—kz)+(x+wy+w2z)+(x+w2y+wz))

donde x+y+z es simétrico en x,y, 2z pero (r+wy+w?z) y (z+w?y+wz) no lo son.
Y tampoco lo son
wi=(r+wy+w2)? vy vi=(z+ iy Fwz)?

(para poder sacérles después las raices ctibicas, copiando la idea de lo que hicieron
en la resolucién de la cuadrética).

iPero u + v y uwv si son simétricos en x,y, z! (verificarlo)

Con lo cual v+ v y uwv son expresiones A y B en los coeficientes a,b,c de la

cibica f, lo que implica que u y v son raices de la cuadratica X? — AX + B que

se puede resolver.

e La resolucion de la ciubica segiun Lagrange

Lagrange independientemente sistematizé lo de Vandermonde.
f=X?>+aX?+bX +c conraices x, y vy 2, w raiz ctibica primitiva de 1

Sean

ti(z,y,2) = +wy +w’z, tyi=wty, t3i=wit

ty =+ w0y +wz, tsi=wty, tgi=wty,

las 6 permutaciones de t;(z,y, z) que se obtienen al permutar por ¢ € S3 las raices
Y, 2.

Por lo tanto

9= (X = 11)(X = t2)(X — 13)(X — ta)(X — t5)(X —t6) € Clz,y, 2][X]
es un polinomio que cuando uno le aplica ¢ una permutacién de las raices, se tiene
o(9(z,y,2)(X)) = g(o(x),0(y), 0(2))[X] = (X=a(t)) --- (X=0(te)) = g(z,y, 2)(X).
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Es decir, los coeficientes de g son simétricos en x,y, z y se pueden expresar como
polinomios en a, b, ¢, los coeficientes de f.

iLastima que ¢ tiene grado 6 y no grado 2!
PEEEERO también vale ....

g = (X°=1)(X° —13)
. Por qué?

O sea
g = (XP—t))(X°—t]) = X°— (5] +t)X* + 131
es un polinomio de grado 2 disfrazado de hecho ;no? ;jpor qué?

Y ademds sus coeficientes A = t3 + 3 y B = t3t3 son simétricos, o sea son expre-
siones en los coeficientes de f .... (Notar que #3 y t3 sonlos u y v de Vandermonde.)

Se pueden recuperar entonces 3 y t3 como raices de la cuadratica X? — AX + B
(que se llama la resolvente) y luego sacarles raiz cibica, asi se obtienen t; y 4,y

recuerdo que z +y + 2z = —a.

Concluimos = = 3((x +y + 2) + t; + t4), ete.



