Apuntes de Diferencias Finitas

Version 0.1

Martin Maas



Prodlogo

Esta es una primera version de unos apuntes sobre métodos de Diferencias Finitas
para la materia Andlisis Numérico del Departamento de Matematica de la FCEyN,
UBA. Incluye material de repaso de la materia Cédlculo Numérico. El material se
encuentra en elaboracion, con lo cual se agradece cualquier comentario para corregir,
aclarar o mejorar estas notas.
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Discretizacion de derivadas

La base de los métodos de diferencias finitas consiste en definir una grilla finita
de puntos, y aproximar la derivada de una funciéon por combinaciones lineales de
valores de dicha funcion en nodos vecinos de una grilla.

Definimos las siguientes discretizaciones de la derivada primera, para h > 0:

u(z + h) — u(z)
h

u(z) —u(z — h)
h

(a) Diferencias Forward:  u'(x) ~

(b) Diferencias Backward:  u/(z) ~

u(z 4+ h) —u(x — h)
2h

(c) Diferencias Centradas: u'(x) ~

Queremos estudiar el error local en funcién de la suavidad de la funcién u. Para
ello, consideramos las expansiones de Taylor

’LL”(f)hQ

u(z +h) =u(x) £d (z)h + 5

€ (x,zth)

las cuales son validas si v € C?. Reemplazando en las expresiones anteriores podemos
obtener expresiones para el error de aproximacion, que en los casos de diferencias
forward y backward son muy similares:

u(x + h) — u(z)

u"(€)
- —>h

=u'(x) + 5

es decir, la aproximacion resulta O(h), o de orden 1. En el caso de diferencias centra-
das necesitamos una expansion de Taylor de orden superior, para lo que pediremos
u € C3, y tenemos

u”"(x)h? n u” (€)h3
2 6

w(lx £ h) =u(r) o' (x)h + £ € (z,x+h)

>



En este caso, observamos que el término de la derivada segunda se cancela en la
expresion del error, y que en cambio se obtiene

u(x + h) —u(z — h)

o = u/(z) + O(h?)

es decir, una aproximacién de orden 2 para el caso en que u € C3.
En cuanto a las discretizaciones de la derivada segunda tenemos por supuesto
muchas opciones. La discretizacién mas usual viene dada por:

u(z + h) = 2u(z) +u(z — h)
12

Diferencias Centradas: u"(z) ~

Para analizar el error, como estamos esperando tener un orden mayor, hacemos una
expansion de Taylor de orden 4

" 2 1" 3 (4) 4
u’(x)h LU (x)h LY (&)h

u(z £ h) = u(@) £ (@)h+ —5 6 12

€ (z,xLh)

Observamos que al tener en nuestro operador la suma de u(x + h) y u(x — h), los
términos de la expansion de Taylor que aparezcan con signos opuestos se cancelaran,
y por lo tanto obtenemos

u(x + h) — 2u(z) + u(x — h)
12

u®(g)
12

=u"(z) + h? (1.1)

es decir, precisién de orden 2.
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Problemas de Valores Iniciales
para EDO

2.1. Meétodos multi-paso

Los problemas de valores iniciales que consideraremos son de la forma

{ U'(t)= F(t,U(t)), parate (0,tp) (2.1)
U0) = Uy ’
donde tanto U como F' son funciones vectoriales.

Comenzamos discretizando el intervalo de tiempo At y tomando una cantidad
total de pasos temporales N de modo que NAt = tr. Eso nos define una grilla tem-
poral de la forma {t; = iAt}o<;<n. Sobre esa grilla, definimos nuestra aproximacién
de diferencias finitas como la sucesién u! que resulta del método multi-paso de m
pasos definido por los pardmetros o, 3;

Z au™ = At Z BiF (t, g, u™7). (2.2)
=0 =0

En el caso m = 1 los métodos son conocidos como métodos de un paso.
Queremos recordar las nociones de consistencia, convergencia y estabilidad. Para
ello también necesitaremos definir el error de truncamiento local.

Definicién 2.1 (Error de truncamiento local). Llamaremos 7; a la diferencia que re-
sulta de evaluar los términos de la ecuacion (2.2) en la solucidn exacta del problema
(2.1), y normalizando con un factor At es decir,

AtTi = Z OéiU(thrj) — At Z B@U’<tn+‘]>
7=0 7=0

Definicién 2.2 (Consistencia). Diremos que el método dado por la ecuacion (2.2)
es consistente si T; — 0



Definicién 2.3 (Convergencia). Diremos que el método dado por la ecuacion (2.2)
es convergente a una solucién U si, dado N = *E se tiene que |luy — U(tp)| — 0
a medida que At — 0.

Definicién 2.4 (Método convergente). Diremos que el método multi-paso es con-
vergente si se verifica la convergencia para toda U solucion unica de un problema de
la forma (2.1) con F de Lipschitz.

2.2. Estabilidad de métodos multi-paso

En general, en los métodos multi-paso la consistencia por si sola no implica la
convergencia, sino que necesitamos una condicién de estabilidad.

Ejemplo 2.1. Se considera el método multipaso dado por
u"? — 3u" 20" = —Atf(u")

cuyo error de truncado resulta

1 5
"= E[u(tn_i'_Q) — 3u(tnyr) + 2u(t,) + Atu'(t,) = §Atu”(tn) + O(At)?
es decir que el método es consistente y de orden 1. Sin embargo, el error global no
solo no converge sino que explota de manera bastante rapida. Esto se puede ver

considerando el problema test

donde el método toma la forma

u"t? — 3u"t - 2u" = 0. (2.3)

Necesitamos definir dos valores iniciales u° y u!. Si tomamos u° = u! = 0 el método

“converge” a la solucién exacta que es idénticamente nula, pero en general no po-
dremos disponer del valor exacto de u! y normalmente alli cometeremos un error,
por ejemplo si obtenemos u! a partir de aplicar un método de un paso a u°. Consi-
deremos entonces el caso donde u' = At. La solucién calculada podria converger a
la solucién exacta, puesto que u! = At — 0 con At — 0, pero sin embargo explota.
Para ello veamos que el sistema de diferencias lineal puede resolverse facilmente de
manera explicita dando lugar a la expresion:

u" = 2u’ —u' + 2" (u' — u).

Observacion 2.1. Para hallar la solucion general del sistema lineal de diferencias el
procedimiento usual es reemplazar u™ = lambda™ y resolver el polinomio resultante,
que se conoce como polinomio caracteristico. En el caso antes mencionado las raices
resultan ser \g =1 y A\y = 2.



N 1

Cuadro 2.1: Solucién u” con u° = 0,u! = At y varios valores de At =

N
N ulv

5 6.2

10 1023

20 | 5,4 x 10*

Definicién 2.5 (0-estabilidad). Diremos que el método dado por la ecuacion (2.2)
es O-estable si al aplicarlo al problema v’ = 0,u(0) = 0 se obtiene una sucesion que
tiende a 0.

Lema 2.1. La condicion de 0-estabilidad de un método multi-paso es equivalente al
“criterio de la raiz”.

Teorema 1 (Equivalencia de Dahlquist). Un método consistente es convergente si
y solo si es O-estable.

Demostracion. La demostracion de que la 0-estabilidad es necesaria puede consul-
tarse en “Notas de Céalculo Numérico, Duran Lasalle Rossi”. La suficiencia, en cam-
bio, es algo mas complicada de demostrar y esta detallada, por ejemplo, en “Hairer,
Wanner, Ngrsett- Solving Ordinary Differential Equations I: Nonstiff Problems” [

Corolario 2.1. Los métodos de un paso convergen si y solo si son consistentes.

Demostracion. Alcanza con ver que los métodos de un paso son automaticamente
0O-estables. Al aplicar un método dado por la ecuacién (2.2) con m = 1 al problema
test de la definicién, resulta

apu” + aqu™t =0
y por ende u" ! = Z—‘fu”, lo que, considerando que las condiciones iniciales son u® = 0,
implica que la solucién numérica es constatemente nula, como buscabamos. O]

2.3. Calculos inestables con métodos 0-estables

Si bien la convergencia estda garantizada con la consistencia y la 0-estabilidad,
muchas veces en la préactica se necesitan resultados mas fuertes que la mera conver-
gencia para At suficientemente pequeno. En efecto, el At necesario para obtener un
error dado, puede ser irrazonablemente pequeno.

Definicién 2.6. Un método de diferencias finitas A-estable si, dado a > 0, al aplicar
el método al problema u'(t) = —au(t) se obtiene una solucion discreta u™ tal que
u" — 0 con n — oo.

Observacion 2.2. La A-estabilidad equivale a pedir que la solucion aproximada
tenga el mismo comportamiento asintotico que la solucion exacta, en el caso de los
problemas test u'(t) = —au(t).



Consideremos los dos siguientes métodos:

un—i—l — "

(a) Euler explicito N —au"
un+1 —u”

(b) Euler implicito —R = —au™!

y estudiemos su A-estabilidad, es decir, si para un At fijo se verifica que u”™ — 0
cuando n — oo.

Proposicion 2.1. FEuler explicito es A-estable si At < %
Demostracion. Despejando, se tiene
y"t = (1 — aAt)y".

Por lo tanto, llamando A = (1 — aAt), tenemos

n

y" = N"yo
Para que lim,, ., "™ = 0 es necesario que |A| < 1, es decir,
—l1<1l—-aAt<1
Como a > 0 la condicion de la derecha se cumple siempre, y por lo tanto la condicion
de A-estabilidad resulta ser At < % En el caso en que |A| > 1 tendremos ¥y, — 0o
con lo cual el método serd inestable. ]

Proposicion 2.2. Euler implicito es incondicionalmente A-estable.

Demostracion. Para Euler implicito lim,,_, y, = 0 para todo h. Ejercicio. [

2.4. Estabilidad de polinomios

Diremos que un polinomio es estable si todas sus raices tienen moédulo menor
que uno. Naturalmente, nos interesara analizar los polinomios caracteristicos de las
ecuaciones en recurrencia que definen los métodos que estamos considerando. Por
ejemplo, el siguiente resultado facilita el andlisis de estabilidad de los esquemas de
2 pasos.

Lema 2.2. Dada la ecuacion cuadrdtica 2> +bz+c =10 con b y c en R, las raices
estan en el circulo unitario < |c| <1y |b] <1+ c.

Demostracion. Dividamos la demostracién en dos casos, segin el signo de b — 4c.
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(a) b? < 4c. Las raices en este caso complejas vienen dadas por

—b+iv/4c — b2
2

212 =

y por lo tanto
b +4c— b
1 =

Es decir, en el caso complejo la condicién |¢| < 1 es necesaria y suficiente para
asegurar que las raices estaran en el interior del circulo unitario.

]2172\2 = c

Veamos que, la condicién |b] < 1+ ¢ se satisface automaticamente en este caso.
Tenemos b? < 4c. Esto en particular implica que ¢ > 0. Ahora, partiendo de
(1—¢)? > 0, sumando 4c en ambos lados tenemos (1 —c¢)? +4c¢ > 4c. Distribu-
yendo el cuadrado y reagrupando, obtenemos (1+4c)? > 4c. Como tenfamos que
4e > b% resulta (1+¢)? > b?, y tomando raiz cuadrada, obtenemos |1+c| > |b].
Como ¢ > 0, |1 4+ ¢| =1+ ¢, como queriamos.

(a) b? > 4c. Las raices en este caso son reales, y vienen dadas por
—b+Vb% —4c

2
y por lo tanto |z| < 1 equivale a | — b + v/b? — 4¢| < 2 Tenemos

21,2 =

c= 202 b= —(z0+ 1)
Desarrollando la desigualdad derecha, tenemos
b|<1l+c < J|zo+2z1| <14z

Ahora bien, si —1 < z5 y —1 < 21, entonces multiplicando por 1 + z; en la
primera hipdtesis tenemos

—1- 21 < 20+ 2021
y sumando z; en la desigualdad izquierda tenemos

—1 <214+ 20+ 2021
Ahora supongamos zop < 1y z; < 1 y multipliquemos zy < 1 por (—1 + z),
para obtener

—1< =20 — 21+ 2071
Hemos obtenido la desigualdad |b] < 1+ ¢ en los dos casos posibles del signo
de b = —(zp + z1). Por lo tanto, la desigualdad resulta equivalente a ...
Completar.

O

Ejemplo 2.2. El método multipaso que resulta de aplicar diferencias centradas en
la primera derivada, dado por
un-i—l _ un—l

oae 4

es 0-estable pero no es A-estable para ningin a < 0.

11
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Problemas de Valores de Contorno
para EDO

Comenzamos esta primer secciéon con métodos de diferencias finitas para ecua-
ciones diferenciales ordinarias. Consideraremos por un lado problemas de valores
iniciales y problemas de valores de contorno.

3.1. Condiciones de borde de Dirichlet

Consideremos como primer ejemplo la resolucion numérica de la ecuacién de
Poisson en una dimension, con condiciones de borde de tipo Dirichlet

Uze(z) = f(x), parax e (0,1)
u(0) = « (3.1)

Para ello se considera la malla uniforme {z; = hj, j =0,1,2,...m + 1} con h =
1/(m+1). Para los puntos de la malla z; € (0, 1) El esquema de diferencias centradas
para la derivada segunda conduce al sistema de ecuaciones:

1 .
E(Uj,l —2U; +Uj1) = f(x;) paraj=1,23,...m.
Utilizando las condiciones de borde Uy = «, U,,,+1 = [ se obtiene el sistema
AU = Fh (3.2)
donde U" = (U1, Us, ..., Un]" es el vector de incégnitas, mientras que la matriz
tridiagonal A" y el vector F* estan dados por:
[ -2 1 | [ f(z1) —a/h® ]
=21 f(x2)
1 1 -2 1 f(x3)
A= S z 33
1 —2 1 f(xm—l)
L 1 _2_ _f($m)_ﬂ/h2_




En el camino de demostrar la convergencia del método en cuestion, introducimos
algunas definiciones que utilizaremos luego en casos mas generales.

Definicién 3.1. Para h fijo, definimos el error puntual de la solucion numérica en

Z; como

6? = U’('rj> - Ujhu eh = [6]117 U 76:Ln]

Definicién 3.2. Liamaermos error de truncado local T]h a la magnitud que resulta
de evaluar el esquema numérico en la solucion exacta u de (3.1)

T]h = (Ahu)j - uwx(xj)7 Th = [Tlha T Th]

Y'm

El error de truncado lo podemos obtener facilmente, a partir del estudio sobre
la precision de la discretizacion de las derivadas.

Proposicién 3.1. Si f € C?(0,1) ewiste una constante C independiente de h y de

m, tal que mMax }7';“ < Ch?.
1<j<m

Demostracién. Como f € C?(0,1) y uy, = f, resulta que u € C*, y entonces
podemos emplear la expresién del error de aproximacién de las diferencias centradas
(1.1) para obtener la expresion 7 = h*u(¢;). Como estamos en un invervalo
acotado, la funcién u® alcanza un méximo C' lo que concluye la demostracién. [

Ahora bien, quisiéramos pasar de una estimacién del error de truncado a una
estimacién del error en la solucién. Para ello, observamos que al aplicarle A" al error,
se obtiene el error de truncado:

Arel = AMu — A"U = AMu— F = AMu— ugy = 7",
v que suponiendo A" inversible (lo menos que podemos pedir) resulta
eh — (Ah)_lTh.

Por lo tanto, una condicién suficiente para tener convergencia es que se verifique la
siguiente condicién que llamaremos de estabilidad

Definicién 3.3. Una discretizacion es estable en norma || - || si existe C' tal que
A <C vh

En tal caso, podremos asegurar que el error de la solucién (en la norma escogida)
estd controlado por los errores de truncamiento, ya que resultara:

le"l < ClIr" =0

Verifiquemos la condicién de estabilidad de la definicion 3.3 para el caso parti-
cular de la matriz A" dada por la ecuacién (3.3). Vamos a hacerlo en norma 2. Para
ello, recordemos cémo se calculaba la norma 2 de una matriz.

Proposicién 3.2. Para toda A € R™™ se tiene ||Al|2 = /p(AtA)

13



Demostracién. Demostremos (c¢). Como la matriz A'A es simétrica, ello implica
que se diagonaliza en una base ortonormal. Ponemos A'Av; = p;v; y tomemos
x =y a;v;. Luego

|Az||3 = (Az, Az) = (x, A'Ax) = Z Q;v;, Z i O V;) Z i
i=1

y entonces || Az||2 < |pmax|||2]|3- La demostracién concluye notando que la desigual-
dad se alcanza si tomamos ;. O]

Corolario 3.1. Si A es simétrica entonces ||A||l2 = p(A).

Entonces tenemos que calcular los autovalores de A”. Para ello, calculemos los
autovalores de una matriz un poco mas general. Lo haremos a modo “galerazo”,
adivinando los autovectores. Para una demostracion un poco més deductiva, ver
referencia X.

Proposicién 3.3. Dados a,b,c € R definimos la matriz A € R™*" dada por

b

Llamando h = 1/(n + 1) y considerando w* = ¢/b, el q-ésimo autovector r? de A
estd dado por
r;? = w’ sin(qmjh), rd=1[r{,-  ri],

y el correspondiente q-ésimo autovalor resulta
A = a+ 2bw cos (gmh) .

Demostracion. Verifiquemos que la expresién dada para los autovectores es correcta
y calculemos los autovalores. En efecto, si 1 < j < n,

(Ar?); = crf | +arf +brf,,
= cw’ 'sin(qr(j — 1)h) + aw’ sin(grjh) + bw’ T sin(gn(j + 1)h)
= cw’ ! cos(qrh) sin(qmjh) + aw’ sin(qmjh) + bw’ ™ cos(qmh) sin(qmjh)
= rl (cw™" cos(qmh) 4 a + bw cos(qmh))

_ .4)\q
—rj>\

para los casos j = 1,7 = n, observamos que r? = 0 y que por lo tanto se satisfacen
las mismas expresiones. O

14



Para concluir la demostracién de la estabilidad de A" nos resta observar que sus

autovalores resultan \? = ;5 (—2+ 2cos(qmh)) y por lo tanto el autovalor de minimo
mdédulo de A" es

A = 7 (cos(gmh) — 1)
_ 2 (15, 4
_h2( 27rh + O(h ))
= 7° + O(h?)

lo que implica que, como la matriz es simétrica, [|(A") 7|, < 5.

3.2. Condiciones de borde tipo Neumann
Por 1ltimo, consideremos un problema con condiciones de borde tipo Neumann.

Uzz() = f(x), paraz € (0,1)
uy(0) = XX (3.5)
u (1) = XX.

Para discretizar el problema utilizaremos diferencias centradas para la derivada
segunda, junto con distintas opciones para las derivadas en el borde.

3.3. Condiciones de borde periédicas

Consideremos ahora una variante del problema 3.1 que estabamos analizando,
tomando condiciones de borde periddicas en vez de condiciones de Dirichlet. Asi,
tenemos el problema

Uuze(z) = f(x), parax e (0,27)
{ w(0) = u(2r) ’ (3.6)

Discretizamos como antes, mediante diferencias centradas para la derivada segunda.

1

= (Uj—1 = 2U; + Uj1) = f(x;), 1<j<m. (3.7)

junto con la condicién de borde periédica
U =U, (3.8)

Este tipo de problemas se pueden resolver mediante analisis de Fourier, tanto en
su versién continua como en su discretizacion mediante diferencias finitas. Para ello,
encontraremos una base de autofunciones de la matriz del problema. La primera
observacion que nos puede guiar a encontrar estas autofunciones es que, asi como

15



los modos de fourier €%® son autofunciones de la derivada a% con autovalor &, es
decir, satisfacen

0
— el = gt

ox

sucede que versiones discretas de €%® se comportan de un modo similar con respecto
a los operadores de diferencias finitas. Hagamos los cédlculos para los operadores de
diferencia centradas para la derivada primera y para la derivada segunda

0.(V) = Vie1 = Vio1)

1
o

1
7

Lema 3.1. considerando una malla equiespaciada x = {x; = jh}, las funciones
W, = €% = %" son autofunciones de los operadores 8, 0y,

51‘1‘(‘/) = Vj+1 - 2‘/} + Vj—l) .

Demostracion. Se tiene que para cualquier h
1 L L
695 W), = — ez(]—i—l)h{ . 61(]—1)h£

1

( ihe e—ihg) iihe

[\)

2h (3.9)

m~.m~

sin(hg)e "
sin(h&)W.
Para el operador de la derivada segunda, tenemos

Son(W); = — (eWHIHE _ ggidhé | (ili=1)he)

( the _ o 4 e—ihf) PAILS

5 (cos(h€) — 1) e (3.10)

73 (cos(h€) = 1) W

4 h
=2 sin? <§) W;

donde la tltima igualdad es consecuencia de la identidad cos(2x) = 1 — 2sin?(z)

= w?|w?\)|>—x{7|p—u

]

Observaciéon 3.1. En ambos casos, los autovalores discretos son aproximaciones de
los autovalores continuos con precision O(h*). En detalle, para la derivada primera
tememos g(f) L sin(h€) ~ i€ + O(Rh?), y para la derivada sequnda el autovalor es
g(&) = h2 sin (hg) que aproxima al autovalor exacto con orden O(h?).

16



Lema 3.2. Los modos de Fourier discretos W (k) = { k”h} con h =2m/(J + 1),

k € Z, son ortogonales con respecto al producto interno (v, w) = th:o V;W;

Demostracion. Dado que eF1iihe=keiih — e(ki=k2)ijh alcanza con probar que

J
hY) et =0  sik#£0 (3.11)
§=0

ya que, claramente, (W (k), W (k)) = 1. Utilizando la suma de la serie geométrica
> i 27 = (1 —2")/(1 — ) obtenemos

J ih ik
h Z k’Lh ]- - ekl (J+1) _ 1-— 627” —0
1 _ ki 1 _ ekih
7=0
siempre que 1 — e*" =£ 0, lo que puede garantizarse cuando |k| < J. O

Ahora que sabemos que los modos de Fourier discretos forman una base orto-
normal de autofunciones del operador, en particular hemos demotrado que

Observacién 3.2. La matriz B" que representa el problema discreto definido en las
ecuaciones (3.7)-(3.8) se diagonaliza en una base ortonormal.

Demostracion. No es necesario hallar de forma explicita la matriz, sino que alcanza
con observar que el calculo que ya realizamos en la ecuaciéon (3.10) ya lo demuestra.
O

Para ver la estabilidad, como sabemos que la matriz del problema se diagonaliza
en una base ortonormal, alcanza con acotar inferiormente el minimo de los auto-

valores. Llamativamente, el calculo es el mismo que antes para las condiciones de
Dirichlet:

2 (cos(qmh) — 1)

A= 7
_ 2 (1 5 4
_h2( 27Th —i—O(h))
=2+ O(h?)

lo que implica que [|(B")7|; < 5.
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4

El método semi-discreto para EDP

Para discretizar este problema tenemos que utilizar una grilla temporal y otra
espacial. Dados At, Ax, un numero total de pasos N; y una cantidad total de puntos
N, definimos entonces las grillas

{ti = iAttocicn,  {x; = jAz}ogjen,

Definamos los errores de discretizacién y de truncamiento:

Definicién 4.1. El error de discretizacion en la malla, viene dado por

e = U(wj,tn) — uj (4.1)

Definicién 4.2. FEl error de truncado viene dado por la diferencia que surge al
reemplazar la solucion exacta en la definicion del método discreto, es decir,

T(zj t,) = XXX (4.2)

4.1. Formulacion de los métodos

Para obtener métodos de resolucién numeérica de una ecuacién en derivadas par-
ciales como

un enfoque es un enfoque es considerar primero una malla espacial (con h = Ax) y
aproximar % con una matriz A, dejando la derivada temporal sin discretizar. Es
decir, aproximamos U,, ~ A y planteamos el problema semi-discreto

u' = Au. (4.4)

Para resolver este problema, podemos aplicar cualquier método para resolucién
de ecuaciones diferenciales ordinarias (incluyendo el uso de paquetes de software co-
mo las rutinas ode45,0de23s de Matlab). Por ejemplo, podemos utilizar un método
multipaso de m pasos definido por los parametros «;, 5;, vy k = At, y obtenemos el
esquema de diferencias finitas:

18



Z aiun+i _ kiﬁzAun—H
=0

1=0

Algunos métodos para U; = U,,, tanto explicitos como implicitos, de orden O(h?)
y diferentes precisiones en At (que puede determinarse de la manera descripta) son:

(a) Crank-Nicolson (Adams-Moulton de 1 paso):

u?“ —u %(Lm(u;l) + %(Zm(u?)

At (Az)?

(b) Adams-Bashforth de 2 pasos:

b I R SO
At 50w (1)

(¢) Método totalmente implicito de 2 pasos (BDF2):

3 n+1 n 1 n—1 n+1
ot — 2u +§uj :rém(uj )

4.2. Error de truncado

Si la aproximacion espacial es de orden hP, tenemos que para cualquier funcién
U, vale

Upw = AU + ChP (4.5)

donde C' = C(x,t) es independiente de h.
El error de truncado T satisface

kT = i U™ — k Emj B AU (4.6)
=0 =0

Nos interesa estimar 7" utilizando que U es la solucién exacta de (4.3). Para ello
consideremos la expansion de Taylor en el tiempo

5 O,

Reemplazando en (4.6) y separando las diferentes potencias de k, se obtiene
(lamando U(t,, -) al vector U(t,,z;))
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=0

+ kY iaiU(ty, ) — BiAU (L, )
=0

(4.7)
" il O =18, 911
q E - I P e | .
+ Okt

Si tuvieramos U; = AU (es decir, la solucién exacta del sistema de ecuaciones
ordinarias (4.4)), la condicién sobre los oy, §; para tener orden r en el tiempo, seria
que se anulen los coeficientes

" ’quéi iq_l i
dqzz — p para 1<qg<r,

junto con do = Y ;" o
Pero no se tiene U, = AU, sino U; = U,,. Intercalando AU en (4.3), y utilizan-
do (4.5), se obtiene

U, = AU + O(hP). (4.8)

Podemos obtener expresiones de la forma Uy, = AU;+O(h?) tomando derivadas tem-
porales en la expresién anterior (suponiendo que la constante C' = C(x,t) en (4.5)
admite derivadas temporales). Reemplazando estas expresiones en (4.7) vemos que
los mismos términos que corresponden a los coeficientes d, = 0 se anulan (igual que
en el caso de ordinarias), resultando

T ~ O(h™) + O(h?).
En definitiva, hemos demostrado el siguiente

Lema 4.1. Un método semi-discreto preserva el error de truncado espacial y su

error de truncado temporal coincide con el del método multipaso aplicado a una
ODE.
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5

Ecuacion del calor

5.1. Método explicito para la ecuacién del calor

La primera ecuacién en derivadas parciales que consideraremos es la ecuacion
del calor. Para aproximar la ecuacion U; = U,, se utiliza el esquema en diferencias
finitas que se obtiene al realizar una discretizacion explicita en la variable temporal
y diferencias centradas para la segunda derivada espacial:
7'1—5—1 At

P =ruioy + (1= 2r)ul +ruj,, donder = O = k/h?

u

Proposicién 5.1. El error de discretizacion satisface la siguiente ecuacion de re-
currencia:

n+1l __ n n n )

ei™ =rel_ + (1 —2r)e} +refy + kT (x),t,)

Proposicion 5.2. Suponiendo que U tiene derivadas continuas y acotadas hasta el
tercer orden en t, y hasta de orden seis en x, el error de truncado para el problema
X puede expresarse como:

2 2 h4

h k
T(xj> tn) - E (6TUtt - Uzmxw)j’n + EUttt<xj7 tn + gnk) - ﬁerxmzm('rj + th7 tn)

con —1<0;<1,0<0, <l

(a) Pruebe que para r > 0 el error de truncado es O(h?), y que en el caso r = 1/6
es O(h%).

(b) Probar que si 0 < r < 1/2 entonces el error global E,, dado por

— { n
En = max {lejl},

satisface la siguiente estimacion en funcién del tiempo:

E, < tM,
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donde M es el valor méximo de |T'|. En particular, observe que si ademds ¢t < T
v Uy v Upzer €stan acotadas luego

E, < CTyk (5.1)

para una constante C' independiente de h y k.

5.2. Meétodo implicito

Aplicando diferencias backward en el tiempo se obtiene el método implicito.

5.3. Meétodo theta

Otra opcion posible es tomar una combinacién de diferencias forward y backward
en el tiempo, ponderadas mediante un factor 6.
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6

Analisis de Estabilidad de Von
Neumann

6.1. Estabilidad en norma 2 y borde periédico

Consideremos problemas de EDP con condiciones de borde periddicas. Cuando
estudiamos problemas de valores de contorno, hemos visto que los modos de Fourier
formaban una base ortonormal de autovalores de los operadores de diferencias, bajo
esas condiciones de borde. Por lo tanto, cabe preguntarse cémo se podrian usar esas
herramientas para simplificar el andlisis de estabilidad.

6.2. Ecuacion de conveccion-difusion

Consideremos el problema de conveccién-difusion, dado por
Up + AUy = [Ulyy (6.1)
y para resolverlo, el método dado por una discretizacién explicita en el tiempo y con

diferencias centradas de oden 2 en el espacio:

nt+l _ um

L— L] noo_ n n
J J+auj+1 u]—l_ ua+1 2u3+u3—1

At o”he (Az)?

u

(6.2)

como antes, consideramos condiciones de borde periddicas (o “ignoramos” las con-
diciones de borde). En el siguiente lema, establecemos las condiciones para asegurar
la estabilidad de (6.2) por el método de Fourier.

Lema 6.1. Llamando r = %, p= %%, el método dado por (6.2) es estable por
el método de Fourier, siempre que r < % y rp? < %
Demo. Escribimos el método en la forma

n+1
. = —a—— (u; —
J 2Ax ( j+1



Llamando r = ( ) yrp = —aQAAtx, es decir, p = Z

Fourier (y notando 5 = £h/2), obtenemos

Az , utilizando el método de

A =147 — 2+ e %h) — pp(eih — ~ih)
=1 — 4rsin*(B) — 2irpsin(¢h)
Tomando el médulo y utilizando la identidad sin(26) = 2sin(#) cos(#) en la parte
imaginaria,

2

A2 = [1—4rsin®(8)]” + 4rp*sin®(¢h)
=1+ 16r?sin*(3) — 8rsin ( ) + 167r2p? sin®(B) cos?(3)

= 1+ 8rsin®(f) [2rsin®(B) — 1 + 2rp* cos?(B)]
=1 —8rsin®(B) [1 — cos?(B) + cos?(B) — 2rsin®(8) — 2rp? cos?(B)]
=1 —8rsin®(B) [(1 — 2r) sin®(8) + (1 — 2rp?) cos*(B)]

método de Fourier. O

Claramente, si r < 3 y rp® < 1, se tiene [A| < 1y por lo tanto estabilidad por el

6.3. Ecuacion de reaccion-difusion

24



7

Ecuacién de transporte

7.1. Meétodo Up-Wind
7.2. Condiciéon de CFL

7.3. Difusion artificial

Varios métodos para el problema del transporte lineal u; +au, = 0 son en verdad,
discretizaciones del problema de conveccién-difusién (6.1), con un cierto valor de u
anadido artificialmente con la discretizacion, es decir, © ~ Az o bien u ~ At,
etc. Por ejemplo los métodos up-wind, Lax-Friedrichs y Lax-Wendroff provinen de
discretizar esta ecuacién con diferencias forward en el tiempo y centradas de orden
2 en el espacio (6.2) y con distintos valores de p.

Observacion 7.1. Mds aun, el método de Lax-Wendroff puede derivarse a partir
de calcular el 1 que mazimiza el orden de truncado del método dado por (6.2), para
la ecuacion de transporte lineal uy + au, = 0.

Observacion 7.2. El andlisis de estabilidad para la ecuacion de conveccion-difusion
del Lema 6.1 permite obtener condiciones de estabilidad por el método de Fourier pa-
ra los métodos Up-Wind, Laz-Friedrichs y Lax- Wendroff para la ecuacion del trans-
porte.

7.4. FErrores de amplitud y de fase
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8

Teorema de Equivalencia de Lax

8.1. No-suficiencia de la condicién espectral

La impresiéon que uno puede tener después de haber estudiado las secciones
anteriores, es que si tenemos una discretizacion de una EDP mediante diferencias
finitas, de la forma

un+1 — Muun

alcanza con que

p(M") <1 Vv

para garantizar la convergencia. Esto parece una condicion bastante fuerte, ya que
sabemos que una matriz cuyo radio espectral es menor que 1 satisfacera

lfm M™ =0 (8.1)

n—oo

Sin embargo, veamos un contra-ejemplo de que esta condicién no ganartiza la
convergencia. Para ello, consideremos nuevamente la ecuacion de transporte lineal

pero, a diferencia de los andlisis anteiores, consideraremos condiciones de borde no-
periddicas, especificamente condiciones de Dirichlet homogéneas en el origen

U(0,t) =0 (8.3)
junto con condiciones iniciales dadas por una funcion arbitraria, es decir,
U(e,0) = f(x) (8.4)

Consideremos la discretizacién que resulta de tomar diferencias forward en la

derivada temporal, y backward en la derivada espacial. Llamando v = %, tenemos
1
uy™t —uf = w(uf | —uf) uy = 0. (8.5)
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En términos de una expresién matricial, tenemos

u"t = MYy ud = f(z;)

donde la matriz M" viene dada por
1—v

M = L (8.6)

Como la matriz es triangular superior, sus autovaloes estan en la diagonal y por
lo tanto el radio espectral es |1 — v|. Claramente,

p(M) <1 si y solo si 0<v<2.

Seria un error concluir que hay estabilidad cuando estas condiciones se satisfacen,
porque alugnos de los valores de v permitidos por este criterio violan la condicién
de CFL, que era necesaria para la convergencia. Por ejemplo, si tomamos v = 1,5,
tendremos p(M) = 0,5 pero sin embargo el método no puede ser convergente.

Observacién 8.1. La matriz M en los casos v > 1 satisface p(M) < 1 pero sin
embargo ||M ||z > 1. Por eso el andlisis de los autovalores no garantiza la estabilidad
en norma 2. Claramente, las matrices no son normales, a diferencia de las matri-

ces que solian aparecer (o estaban implicitas) en los casos de condiciones de borde
periodicas. Ver Lema XXX.

Para obtener una condicion suficiente de estabilidad para el esquema propues-
to (8.5), podemos recurrir a la norma infinito, observando que los coeficientes son
positivos y suman 1 siempre que v < 1, y en ese caso se tiene || M||« < 1. El reque-
rimiento de que v < 1 es por lo tanto necesario y suficiente para la convergencia.

8.2. Estabilidad de Lax-Richtmyer

Por lo visto en la seccién anterior, por mas que una discretizacion de diferencias
finitas verifique
lim M" =0 VM e M (8.7)

n—oo
donde M es la coleccion de matrices indexada con h = Ax, los métodos resultantes
pueden no ser convergentes. Esto nos motiva a introducir una definicion mas fuerte
de estabilidad, que resultara necesaria y suficiente para la convergencia. El criterio
de estabilidad que a partir de ahora tomaremos como definiciéon al analizar EDPs
es el siguiente:

Definicién 8.1 (Estabilidad de Lax-Richtmyer). Un método es estable si y solo si
existe una constante C independiente de h,At, y un cierto T tal que

|M™ < C para todo 0 <nAt <Ty

y para todo At < 7.
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Definicién 8.2 (Estabilidad fuerte o préactica). Una condicién que llamamos esta-
bilidad fuerte es tener | M|| < 1. Esto implica Laz-Richtmyer con C' = 1.

Teorema 2 (Equivalencia de Lax). Un método consistente es convergente si y solo
s1 es estable.

Definicién 8.3 (Condicién de von Neumann). Un método satisface la condicion de
von Neumann si existe una constante C' tal que

p(M) <1+C'At

Proposicién 8.1. Si un método es estable (Laz-Richtmyer) en cualquier norma,
entonces satisface la condicion de von Neumann.

Demo. Como |[M™v]|| = |A|"||v|| para cualquier autovalor A, se tiene ||M™]| > |A|, es
decir, ||M"|| > p(M)™, cualquiera sea la norma elegida.

Es inmediato ver que si se verifica la condicién de estabilidad de Lax-Richtmyer,
entonces existe C' tal que

A" < C para todo 0 <nAt <Ty,

y por lo tanto,

Como la funcién f(x) = K* es convexa, usando
fltzy + (1 —t)xe) < tf(x1) + (1 —t)f(x2)
con 1 =1, 2y =0y t = At/T}, obtenemos
A < K&y < ALTiC + (1 — At/Ty) = 14 (C — 1)/ T At
que es lo que queriamos demostrar, con la constante C' = (C' — 1) /T}. m

Observacion 8.2. Para negar la estabilidad (en cualquier norma), alcanza con que
IA| > a > 1, con cierto « fijo a lo largo del camino de refinamiento h(At).

Observacion 8.3. Otra condiciones necesaria para tener estabilidad es la condicion
de CFL para problemas hiperbolicos. Un método consistente que no la verifica, tiene
que ser inestable, como consecuencia del Teorema de Lax.

8.3. Condiciones suficientes

Veamos ahora algunas condiciones suficientes para tener estabilidad, es decir,
que garantizan la estabilidad en alguna norma.

Proposicion 8.2. Si M es una matriz normal, la condicion de von Neumann tam-
bién es suficiente.
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Demo. Para matrices normales, la norma 2 coincide con el radio espectral, y por lo
tanto
IM"|2 = p(M™) < (14 C'Af)" <1 < C

donde C' es independiente de At, Azx. O

Corolario 8.1. Si la matriz M tiene como autovectores a los modos de Fourier
discretos W (&) = €% entonces la condicidn de von Neumann sobre los autovalores

A(€) es suficiente.

Demo. Es inmediato, ya que como los modos de Fourier discretos forman una base
ortonormal, M es una matriz normal. O

Observacion 8.4. Esto permite justificar el andlisis de estabilidad por el método de

Fourier, donde reemplazamos u} = \e&ih oy buscamos una cota sobre \ de la forma

MO <14 C'At

Vale la pena recordar que el método de Fourier ignora las condiciones de borde del
problema, o, equivalentemente, las supone periodicas.

8.4. Cuasi-espectro de Godunov-Riabenki

Una condicion necesaria para la estabilidad, que en particular nos permitira jus-
tificar que el criterio de Von Neumann es necesario para la estabilidad de problemas
con condiciones de borde generales, fue provista por Godunov-Riabenki en 1963.
El punto de partida es una debilitacién de la nocién de autovectores y autovalores
de una matriz, para considerar un conjunto mas grande llamado cuasi-espectro —
consecuentemente, la restriccion sobre el nuevo cuasi-espectro resultard méas fuerte
que una cota sobre el radio espectral.

Definicién 8.4. Un punto A estd en el cuasi-espectro de una una familia de matrices
{Qn} sipara cada e > 0 existe hg tal que, para todo h < hq existe un cuasi-autovector
u tal que

1Qnu — Aul| < elluf

Teorema 3 (Condicién de Godunov-Riabenki). Para la estabilidad de un problema

de la forma
unJrl — Qhun

es necesario que el cuasi-espectro de {Qy} esté contenido en el disco unitario.

Corolario 8.2. Para un problema de valores iniciales con condiciones de borde no-
periodicas, la condicion de Von Neumann es necesaria para la estabilidad.

Demostracion. Consideremos un ejemplo suficientemente ilustrativo. O
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9

Apéndice: Algebra Lineal

Teorema 4 (de Gerschgorin). Sea A € C™" y sea R; = > _,; |ai;|. Entonces, todo
autovalor X\ de A satisface |\ — a; ;| < R; para algin 1.

Definicién 9.1. Una matriz A € R™" se dice estrictamente diagonal-dominante
(por columnas) si para todo 1 <k <n se tiene que |axk| > >, |ax;|-

Teorema 5. Una matriz estrictamente diagonal dominante es inversible.

Dem. Supongamos que no lo es, y que por lo tanto existe un vector x # 0 tal que

Az = 0. Sea k tal que 3 = ||z||. Entonces
0= Zaijj = QgkTp = Z ax;T; = Ak = Zaij—z
J=1 J#k j#£k

Tomando valor absoluto y usando la desigualdad triangular,

Lj
Jark] < lawg| |=2] <D Jaw|
, Tk ;
Jj#k jF#k
lo que es una contradiccion, porque A era estrictamente diagonal dominante. O
Lema 9.1. Para una matriz A inversible, una norma vectorial || - || y su norma
matricial inducida || - ||, tenemos la expresion
A
A = i 1A 01)
220 |||
Dem. Tenemos la definicién
A-1
a7t = sup 142l
w20 |7

Para empezar, intentemos sacarnos de encima la inversa en el lado derecho. Para
eso, como A es inversible, llamemos y = A~'z. Nos queda entonces

~ 1yl
A7 = sup ———.
Ayo | Ayl
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Ahora, es inmediato ver que para cualquier conjunto C' C R, vale sup(C)™! =

inf(C~1). En efecto, esto es porque a > ¢ Ve € C siy solosia™ <c¢!Vee C.
Tenemos entonces que
HA—IH—l ’ ||Ay||

= inf —2—.
Ayzo ||y

Ahora bien, como x era un vector arbitrario y A es inversible, resulta que y también
lo es. Llegamos entonces a la expresién (9.1) que querfamos demostrar. O

Teorema 6 (de Varah). Sea A estrictamente diagonal dominante por columnas, y

llamemos o = miny, {|akk| — Z#k |ak’j|}. Entonces ||A7 s < .

Dem. Por el Lema 9.1, tenemos que

Ax||
A2 = o 1A
A7 = g Lo

Por ende, alcanza con demostrar que
allz||e < ||Az]lee  Vx € R™.

Para ello, tomemos un vector x cualquiera y tomemos la coordenada que realiza la
norma infinito del vector, es decir, 2}, = ||z||. Entonces

0 << la] =) lar,l
i#k

0 < alzg| < lage|lzi] = lar||2kl

i#k
< |agk||zx| — Zakjfl?k
i#k
n n
< Zak,ja:k < mlgix Zak,jxk = [|Az|| s
j=1 j=1
lo que concluye la demostracion. O]
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