ALGEBRA III - 2p0 C. 2020 - CLASE 11 - 6/10/2020

Recapitulando la correspondencia de Galois

Sea F/K Galois finita, entonces

| A

F — Gal(E/F)
Il O Il

EH — H
| A

K —> Gal(E/K)

Propiedades
Sean K C F,L C E con E/K Galois,y H,H' < Gal(E/K).
o [GAE/F) — [ (inyectividad de — siempre)
e Gal(E/E") = H cuando E/K finita (inyectividad de < en el caso finito)
e 'CL = Gal(E/F)> Gal(E/L), pues
Gal(E/L) = {0 € Gal(E/K) tq 0|, =id} C {oc € Gal(E/K) tq 0|, = id} = Gal(E/F).
e H<H = EY>E", pues
ET" —{zeEtqo(z)=z,Voe HYC{zre Etqo(z)=x,Voe Hy = E.

e FCL < Gal(E/F)> Gal(E/L),
pues para la vuelta

F = EG&I(E/F) C EGal(E/L) — L.

e Si E/K finita, H < H' <= E">E",
pues para la vuelta

H =Gal(E/E") < Gal(E/E")=H'



Correspondencia de Galois y normalidad

Vamos a desarrollar ahora la relacion entre subextensiones normales de E/K y
subgrupos normales de Gal(E/K): con razén el nombre de extensién normal jno?

Recuerdo que H<1G & VoeG,ocHo ' = H

y en ese caso el conjunto de coclases G/H tiene estructura de grupo.

Lema 8.2.7  (Subextensiones normales e inmersiones)

Sea E/K algebraica y F/K subextension. Entonces

F/K normal <= o(F)=F, Vo€ Hom(E/K,K/K).

Prueba.—
F/K normal = Y(F)=F, V¢ € Hom(F/K,K/K)
< o(F)=F,VoecHom(E/K,K/K),

pues todo ¢ € Hom(F/K, K/K) se extiende a o € Hom(E/K, K/K) y para todo
o € Hom(E/K,K/K), 0|, € Hom(F/K,K/K).

Lema 8.2.8  (Subextensiones y conjugacion)
Sea E/K Galois, F/K subextension y o € Gal(E/K). Entonces

1. o(F) también es subextension de E/K

2. Gal(E/o(F)) = o Gal(E/F) o~

Prueba.—
(1) o(F) escuerpoy K Co(F) C E:



7€ Gal(E/o(F)) T7(o(a)) =0o(a), Va € F
ocloroo(a)=a, VaeF

o loroo € Gal(E/F)

¢y € Gal(E/F) tq =0 'oto0
3 € Gal(E/F) tq T=0o0v¢ oo
T€oGal(E/F)o .

1111t

Proposicién 8.2.9  (Galois y normalidad)
Sea E/K Galois. Entonces

1. F/K mnormal (i.e. Galois) <= Gal(E/F) < Gal(F/K),
y en ese caso Gal(F/K) ~ Gal(E/K)/Gal(E/F).

2. Si E/K es finita, H < Gal(E/K) <= FE"/K Galois.

Prueba.—
(1)

F/K normal o(F)=F, Vo e Gal(E/K)

<~

<— Gal(E/o(F))=Gal(E/F), Vo € Gal(E/K)
< 0Gal(E/F)o ' =Gal(E/F), Vo € Gal(E/K)
<— Gal(E/F) < Gal(F/K),

donde la vuelta de la segunda equivalencia vale porque

O'(F) = EGal(E/U(F)) — EGal(E/F) _F

En ese caso consideramos el morfismo de grupos

U: Gal(F/K) — Gal(F/K)
o — o,

e U es sobreyectiva pues toda ¢ € Gal(F/K) se extiende a 0 € Gal(E/K).

e Nu(V)={o € GalF/K) : g|, =idr} = Gal(E/F).

F
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Por lo tanto Gal(F/K) ~ Gal(E/K)/Gal(E/F).
(2) En el caso E/K finita, como H = Gal(E/E™),
H <1 Gal(E/K) <= Gal(E/E") <« Gal(F/K) <= E"/K mnormal.
u

Dejo el resto de esta pagina libre para que cada uno se arme sus mejores diagramas
para resumir toda la informacion sobre la correspondencia de Galois.



Correspondencia de Galois vs. compuestos e intersecciones

Proposicién 8.2.10  (Grupos de Galois, intersecciones y compuestos)
Sean K C F;L C E con E/K Galois, H H < Gal(E/K). Entonces

1. Gal(E/F) N Gal(E/L) = Gal(E/FL).

2. Sea G el menor subgrupo de Gal(FE/K) que contiene tanto a H como a H',
0osea G=(HUH').

Entonces EENE" = EC.

Prueba.—-
(1)
o€ Gal(E/F)NGal(E/L) <= ol|,=idp yo|, =idL
<— o0, =idp, <= o€ GalE/FL)
(2)
re EPNEY — o()=2YoeH yYoecH
— o(r)=2,Voc (HUH) <<= z¢cE“

Investigar qué valdria y en qué condiciones para Gal(E/F N L) y para EY B

Veamos ahora una consecuencia de la propiedad EGE/K) = K que en el caso de

extensiones Galois, corrige la anormalidad que habiamos visto que podia pasar que
[FL:L|#[F:FnNL|] (Proposicién 3.2.2):

Proposicién 8.2.11  (Compuesto para Galois finita)
Sean K C F\L C E con F/K Galois finita y L/K arbitraria. Entonces

1. Gal(FL/L) ~ Gal(F/FNL), yporlo tanto [FL: L] =[F:FnNL].
2. |[FL:L]|[F: K].



Prueba.—

1. Sabemos que FL/L y F/F N L son ambas Galois (no hace falta aqui F/K
finita).

Definimos el mapa
V: Gal(FL/L) — Gal(F/FNL)
o — ol
Probemos que esta bien definido, y que es un isomorfismo de grupos.

e Buena definicion o € Gal(FL/L) = ol, € Gal(F/FNL):

Por un lado, como o|, =1idy, o|,., = idrnr.

Por otro lado, como F/K es normal, o|. es (F N L)-automorfismo.

e U isomorfismo de grupos

— Primero, ¥ es morfismo de grupos esta ok, jno?
— Segundo, ¥ mono:
Si (o) =idp, i.e.,si 0|, = idp, sabiendo que |, = idy se concluye
que ol,, =idpg.
— Tercero, ¥ epi:
Sabemos que H :=Im(Gal(FL/L)) < Gal(F/FNL).
Qpq son iguales.

Para ello probemos que F? = F N L porque asi por la correspon-
dencia de Galois en el caso finito, tendremos

H = Gal(F/F?) = Gal(F/F N L).

FlcFNL:

Seaxe Fl={reF:7(x)=a,VT€H},qpqr € FNL,
o sea me falta probar x € L.

Para ello, como z € ' C FL,
vamos a probar que x € (FL)GIFL/L) = [,

Sea entonces o € Gal(FL/L), qpq o(x) = x.
Pero o|, =: 7€ H =Im(Gal(FL/L)) y por lo tanto

relf?! —= r1(@)=0r = o)==z



FE>FNL:
Seaxe FNL,qpqze Fl={zeF:1(x)=2,VT€ H}.
Sea entonces 7 € H = Im(Gal(FL/L)). Pero

doe Gal(FL/L) tq T=o0|, = 7(x)=o0(x)=2 pues z€L
— wxeF"

2. Por (1) sabemos que [FL: L] =[F:FNL],
y también vale [F': FNL]|[F: K].
Por lo tanto [FL: L]|[F : K].

Otra equivalencia de ser Galois

Probaremos ahora que en realidad la propiedad ECE/K) — K caracteriza la

propiedad de ser Galois, no es solo una consecuencia de ello, y en muchos lados
se da esa propiedad como definicién de extension Galois.

Recuerdo que me tomé la libertad de notar por Gal(E/K) el conjunto de todos los
K -automorfismos de E, aun cuando la extensién no es Galois.

Teorema 8.2.12  (Otra equivalencia de Galois)
Sea E/K algebraica. Entonces

E/K Galois (normal y separable) <<= ECSNE/K) =

Prueba.—
(=) Esto ya lo vimos, es la proposicién 8.2.5.

(<) Quiero probar que E/K es separable, es decir que Va € E, « es separable,
y también que F/K es normal, es decir que Vo € Hom(E/K, K/K) se tiene que
o(a) € E (asi las inmersiones son endos, y por lo tanto autos).

Sea entonces o € E. Como K(a)/K es finita, Hom(K(a)/K, K/K) es finita, y
en particular el conjunto de los distintos valores en

{o(a) : 0 € Gal(E/K)}
es finito. Sean entonces o1, ...,0, € Gal(E/K) tales que

{o(a) : 0 € Gal(E/K)} = {o1(a),...,on(a)},
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que, repito, son todos valores distintos entre si.

Defino
f= H (X —0i(e)) € E[X], pueso;(a) € E.

1<i<n

Se tiene
e f(a) =0 pues para 0 =idg, o(a) = a es uno de los valores tomados.

o fc ECIE/KX] puessi 0 € Gal(E/K), se tiene

o(f)= H (X—UOUi(a)): H (X—o,»(oz)):f,

1<1<n 1<1<n

dado que son todos automorfismos y

{o1(a),...,0n(a)} ={oooi(a),...,000,(a)}

pues esos son todos los valores posibles de evaluar los automorfismos de E en
a.

Por lo tanto f € ESE/B)[X] = K[X] por hipotesis.

Asi, « es raiz del polinomio f € K[X] que tiene todas sus raices distintas: « es
separable.

Notar ademdas que f(a, K)|f, o sea todas las raices del minimal de f son de la
forma o;(«) para algunos i, donde o; es automorfismo de E. Es decir todas las
raices de f(a, K) pertenecen a F.

Esto implica que Vo € Hom(E/K, K/K) se tiene que o(a) € E, pues obligatoria-
mente o(«a) es una raiz de f(«, K).



