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Practica N°5. Series

1. Estudiar la convergencia de la serie cuyo término general es el siguiente:

a) a, = 2’::;11, c) ap, = \/ﬁ, e) a, = sen(=).
b) an = 5573, d) an:log(l—k%),
2. Demostrar que la serie de término general a,, = W;(n)q, n > 2,
a) convergesiq>0yp>1, c) diverge si ¢ > 0sip <1,
b) convergesig>1yp=1, d) divergesi0<¢<lyp=1.

3. Hallar el radio de convergencia de las siguientes series de potencias:

= 1 n = 1\n2 _n = 1 _n?
a) Z (n+1)34"2 ) C) Z(i) L 6) Z Q_nz )

n=1 n=1 n=1

- (A429)"™ _n - n? . n - n! _n
b) > " d) > 4man, f) >0 e

n=1 n=1 n=1

4. Repaso. Criterio de Weierstrass. Sea X C C un conjunto y para cada n € N sea
Uy : X — C una funcién tal que |u,(z)| < M, para todo x € X. Demostrar que

oo o0
E M,, converge — E up, () converge uniformemente en X.
n=1 n=1

5. Criterios de convergencia de serie

En lo que sigue, (an)n>0, (2n)n>0 Seran sucesiones de nimeros complejos.

a) Supongamos que (G2, )n>0 converge. Demostrar que

oo (0.]
g (Gp — Qpy1)z, converge <= E an(zn — 2p_1) converge.
n=0 n=1

b) Criterio de Dedekind. Demostrar que si lima,, =0, _ (a, — a,11) converge absolu-
n=1

o0
tamente y las sumas parciales de ) z, estdn acotadas (es decir, existe M € R tal que
n=1

k 0
| 3= 24| < M para todo k € N) entonces Y. a,2, converge.
n=1

n=1
oo
c¢) Criterio de Bois-Reymond. Demostrar que si Y (a, —a,11) converge absolutamente
n=1

[e.e] oo
y Y. z, converge, entonces . a,z, converge.
n=1 n=1



d) Criterio de Dirichlet. Sea (r,),>1 una sucesiéon decreciente de nimeros reales po-

sitivos tal que limr, = 0 y (z,),>1 una sucesion de nimeros complejos. Demostrar
(0] o

que si las sumas parciales de ) z, estan acotadas, entonces la serie ) r,z, converge.
n=1 n=1

(Sugerencia: usar el criterio de Dedekind.)

6. Hallar el radio de convergencia de las siguientes series de potencias y estudiar el comporta-
miento en el borde del disco de convergencia:
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7. Hallar los valores de z para los cuales las siguientes series resultan convergentes:
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8. Param € Nfijo, probar que los conjuntos de convergencia de las series Y an2™ y > 7| Gmin2”
n=1
son iguales.
o0 o0
9. Probar que si el radio de convergencia de > a,z" es p > 0, entonces el de Y. a,n"2" es
n=0 n=0

también p para todo k € N.

10. Hallar los términos de orden < 3 en el desarrollo en serie de potencias de las siguientes

funciones:
a) e*sen z, c) 622—17 €) ﬁ?
b) sen z cos z, d) =2, ) sz

11. Paran € N, hallar el desarrollo en serie de potencias de la funcion f,(z) = ﬁ (Sugerencia:

1)1 o(n—-1

12. Sea f(z) = Y_ a,2" una serie de potencias con radio de convergencia p > 0. Se dice que f(2)

n
es par (impar) si a,, = 0 para todo n impar (par). Mostrar que
» fesparsii f(—z) = f(z) para todo z con |z| < p,
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» f esimpar sii f(—z) = —f(z) para todo z con |z| < p.

13. La sucesion de Fibonacci se define recursivamente por ag = 0, a; = 1y a, = ap_1 + ap_o
para n > 2.

o
a) Probar que R(z) = ) a,z" converge en un entorno del origen, y la funcién R(z) es una
n=0
funcién racional. Hallar una férmula explicita para R(z).

b) Descomponiendo R(z) en fracciones simples y usando la suma de la serie geométrica,
obtener un nuevo desarrollo de R(z) en serie de potencias.

¢) Comparar ambos desarrollos y obtener una férmula cerrada para el n-ésimo término de
la sucesion de Fibonacci.

2n

14. Desarrollo analitico de funciones enteras. Consideremos la funcién h(z) = 3 %
n=0

a
b

c

) Mostrar que h es entera y calcular su derivada.

) Mostrar que h(z + w) = h(z)h(w).

) Probar que h(z) = €.

d) Deducir el desarrollo en serie de potencias de sen(z) y cos(z).

15. Desarrollo analitico del logaritmo. Sea Log la rama principal del logaritmo, y sean
f(2) = Log(z + 1), g(z) = 3 Sz

n=1

a) Calcular el radio de convergencia de g.
b) Calcular f'(z) y ¢'(z) para z dentro del radio de convergencia de g.
¢) Deducir que f(z) = g(z) para dichos z.

o0 o0
16. Sean Y a,z™, > b,z" dos series de potencia con radios de convergencia p,, py respectiva-
n=0

= n=0
mente. Se define el producto de Cauchy de series de potencia como:

o0 n

Z c,2", donde ¢, = Z arbn—r.

n=0 k=0

Probar que si el producto de Cauchy converge absoluta y uniformemente en |z| < r para
todo r < min{p,, pp}. Deducir que si p es el radio de convergencia del producto de Cauchy,
entonce p > min{p,, pp}.

17. Funcién Zeta de Riemann.

Para cada s € C con Re(s) > 1 definimos la funcién Zeta de Riemann de la siguiente manera:

()=~

ns
n=1

donde n® = exp(s - logn) se calcula usando la rama principal del logaritmo.
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i) Pruebe que converge en el semiplano Re(s) > 1, y que converge uniformemente en cada
semiplano Re(s) > 1+ ¢ con € > 0.

i) Deducir que ((s) es continua en el semiplano Re(s) > 1. (M4s adelante resultara que es
holomorfa allf)

18. Las series de la forma -

ap,
— e C (x
n=1 n? 87 o ( )

se denominan series de Dirichlet. La funcién zeta de Riemann del ejercicio anterior es el
ejemplo més sencillo (alli a, = 1).

i) Probar que si la serie
Qn

oo
Zns

n=1

no converge para todo s ni diverge para todo s, entonces existe un nimero real o, tal
que la serie (*) converge absolutamente si Re(s) > o, pero no converge absolutamente si
Re(s) < 0,. El semiplano Re(s) > o, se denomina semiplano de convergencia absoluta
de la serie de Dirichlet (*).

ii) Probar que la serie converge uniformenente en cada semiplano Re(s) > o, + €.

iii) Deducir que define una funcién continua en Re(s) > oy,.

19. Consideramos siguiente serie de Dirichlet

i (_1)n+1
L(s)=) ——
n=1 n
a) {, Cudl es su semiplano de convergencia absoluta ?

b) Probar que si Re(s) > 0 la serie L(s) converge. Sugerencia: recuerde los criterios vistos
anteriormente.
c¢) Probar que si Re(s) > 1,

(5) = g L)

Comentario: Esta formula puede usarse para extender la definicién de ((s) a la regién

{s € C:Re(s) >0,s#1}



