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ANALISIS COMPLEJO - PRIMER CUATRIMESTRE DE 2018

Practica N°1: Numeros Complejos, Esfera de Riemann y Homografias

1. Expresar los siguientes nimeros complejos en la forma a + b, con a,b € R:

a) (i+1)(i—1)(+3), d) =, 9) (1449)% +(1—10)%
b) (3 - 2i)27 6) %7
) =3 f) (1 +4)'%,
2. . Determinar las partes reales e imaginarias de los siguientes niimeros complejos, en términos
de las de z:
a) 2%, e) 1
b) 27, .
C) 272’ f) 1+iz?
d) 2, 9) T

a) Z==zsiysolosizéeR, d) Re(z) = =2,
b) +w=2z+w, e) Im(z) = £2.

c) Zw=Z W,

4. Probar que si zy € C es raiz de a, X" + ap_1 X" ' +--- +ay = 0, entonces zZ; € C es raiz
de @, X" + @, 1 X" ' +---+ @y = 0. Deducir que si P(X) es un polinomio con coeficientes
reales y zg € C es raiz de P(X), entonces zy € C también lo es.

5. Hallar todas las soluciones en C de la ecuacién iz? + (3 — i)z — (1 + 2i) = 0.
6. Para z € C, se define |z| = v/2Z. Probar que:

a) Siz=a+bi,|z| =Va®+ b
|2w| =

_ I

b

jw|’
—|z] < Re(z) < |z] y —|2] < Im(2) < |z],

)

)

c)

d) |z+w] = |22 +|w)?+2Re(z- W) y |z — w|* = |22 + |w|* — 2Re(z - W),
)
)

e) |z 4wl + |z — wf” = 2(|2* + |w]?),

) Izt wl < lz[+ |wly [z —w[ = |2] = Jw].
Interpretar geométricamente la propiedad (e), también conocida como “Ley del paralelogra-
mo”.

7. Probar que d : C x C — R definida por d(z,w) = |z — w| es una métrica.



8. Describir geométricamente los siguientes subconjuntos de C:

a) |z —i+3] =5, c) Re(2z+3) >0,
b) |z —i+3| <5, d) Re((1+24)z) > 0.

9. Sean «a, 8 € Ry sea ¢ € C, probar que azZ 4 cz + ¢z + = 0 representa una circunferencia,
o una recta, o un punto o al conjunto vacio. Probar ademas que toda circunferencia o recta
puede representarse de esta forma.

10. Transformaciones Lineales y Representacién Matricial de los Niimeros Complejos

a) Probar que toda transformacién R-lineal T : C — C puede escribirse de forma tnica
como

T(z) = pz+ Az
donde p, A € C y determinar estos nimeros en funciéon de 7. Probar que 1" es C-lineal

si y solo si A =0, y en tal caso, T resulta la multiplicacién por T(1).

ain  ai2
21 (22
transformacion R-lineal 7' : C — C que define A. Probar que son equivalentes

s T es C-lineal,

B A1l = Q22 Y G21 = —Q12.

b) Fijemos una matriz A = ( € R?*% con coeficientes reales, y consideremos la

y en tal caso T es la multiplicacion por z4 = a1 + ia9;.

¢) Deducir que la asignacién del inciso anterior define una biyeccién

AeM:{<(Z _ab>eR2X2: a,beR}—>er<C

de modo que za1p = 24 + 2B, 2aB = 2428 Y 214 = 1. Luego M resulta un cuerpo, con
la suma y la multiplicacién usual de matrices, isomorfo a C.

Funcién Exponencial y Funciones Trigonométricas con argumentos complejos. Forma
polar

11. Definicién: Para z € C,z = a + bi, se define e* = e*(cosb + i senb).

a) Demostrar que para todo z,w € C, e¥1? = e%e?.

(=)

Describir los z tales que e* = 1.

SN

)
)
) Demostrar que si e* = e, entonces existe k € Z tal que z = w + 2ki.
) Probar que para todo z € C, €* = ¢%.

)

12.  a) Mostrar que si a = re (r € Ry,0 € R) es la forma polar del complejo «, entonces
la transformacién lineal T, del ejercicio 10 se factoriza como una rotacién en el plano
complejo en el angulo #, seguida de una dilatacion de factor r. Deducir que T, preserva

los angulos entre los vectores.

b) Hallar todas las transformaciones R-lineales T': C — C que preservan los dngulos entre
los vectores. ;Son todas de la forma T, para algin a € C 7



13.  a) Pasar de la forma a + ib a la forma polar:
1) 144, 2) —5i, 3) —3.
b) Pasar de la forma polar a la forma a + ib:
1) 3e'i, 2) e~ 3) meis.

14. a) Paran = 2,3,4,5, dibujar todos los niimeros complejos z tales que 2" = 1.

b) Sean € Ny a € C\ {0}. Mostrar que hay n nimeros complejos distintos tales que
2" = a.

15. Sea f: C — C, f(z) = €*.

a) Hallar la imagen por f del conjunto {z € C | 0 < Im(z) < 27}.
b) Hallar la imagen por f del primer cuadrante.
¢) Mostrar que la imagen de la recta {t + it | t € R} es una espiral.
16. a) Sea 6§ € R. Mostrar que cos = % y senf = ew’sz
b) Generalizando las igualdades del item anterior, se define para z € C,
eiz + efiz eiz _ efiz
cosz=——— 'y senz=-———
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Comprobar que para todo z € C,
cos’(z) +sen’(z) =1 y € =cosz+isenz.

¢) Mostrar que sen z y cos z tienen periodo 2.

d) Mostrar que los tinicos valores de z para los cuales cos z = 0 y sen z = 0 son los valores
reales usuales.

e) Probar que para todo z € C, cos(Z) = cos(z) y sen(z) = sen(z)

f) Hallar todos los z € C tales que cosz € R y los z € C tales que sen z € R.

g) Probar que cos z y sen z son funciones suryectivas de C en C. Hallar todas las soluciones
de la ecuacién cosz = 2.

17. Sean a,b,b’ € R. Probar que si [b| < |V, entonces | cos(a+bi)| < | cos(a+b"1)| y | sen(a+bi)| <
| sen(a + 0'i)].

18. Sea z # 1. Probar que 1 + z 4 --- 4+ 2" = Zn;% Para 0 < 0 < 27, dar una férmula para la
suma 1 + cosf + - - - + cosnf.

Sucesiones de Nimeros Complejos

19. a) Probar que si lim,_, z, = z entonces lim,,_, |2,| = |z|.

b) Dar un ejemplo donde no valga la reciproca.

20. a) Sea a € C, |a] < 1. ;Cudnto vale lim «"? Repetir para |a| > 1.

n—o0
1

1—a’

b) Si |a| < 1, probar que lim (1+a+ - +a") =
n—oo
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21. Calcular, en caso de que existan, los limites de las siguientes sucesiones:

N n .
a) %(%) ) c) cos(nm) —1-2’562(22), e) ni*ntl,

) n ()", 7 (S52)

22. Se define el conjunto de Mandelbrot como el conjunto M de los niimeros complejos ¢ tales
que la sucesiéon definida de manera recursiva del siguiente modo:

0 =1C, Znt1 =25+
resulta acotada. Demostrar que M C {|z| < 2}.

Plano Complejo ampliado. Esfera de Riemann

23. Sean C = CU {oo} y S = 52 (la esfera en R® de radio 1 y centro en (0,0,0)). Sea N =
(0,0,1) € S, definimos la proyeccion estereografica 6 : S — C de la siguiente manera:
O(N) = 0o y dado P € S\ {N}, 0(P) = a+ib sii (a,b,0) es el punto de interseccién de la
recta NP C R? con el plano z3 = 0.

a) Probar que 6(z1,xq,x3) = xif—g? si (x1,x9,23) # N.

b) Probar que 6 es una biyeccién y su inversa ¢ estd dada por

1

o(z) = T2 (2Re(2),2Im(2), [2]* — 1) .

¢) Calcular (Re(z) =0) y ¢(Im(z) = 0).

24. Sea d la distancia en C inducida por la distancia de R? via 0, es decir, si z, 2/ € @, definimos
d(z,2") = ||e(2) — ¢(2')|| donde ||a|| representa la norma usual del vector a en R?.

a) Verificar que d es una métrica en C. Probar que, restringida a C, d resulta equivalente
a la métrica usual (probando, por ejemplo, que (C,d) y (C, dysua) tienen las mismas
sucesiones convergentes).

b) Para z,w € C, verifi d(z,w) = —2= d(z,00) = —2 .
) Para z,w € €, verificar que d(z,w) = T ri moy v dlz 00) = e

¢) Probar que (@, d) es un espacio métrico compacto (y por lo tanto completo).

25. Sea C una circunferencia contenida en S y sea 7 el un tinico plano en R? tal que 7N S = C.
Mostrar que si C' pasa por N entonces su proyeccién en C es una recta y, en caso contrario,
una circunferencia.

Homografias

Definiciéon: Una homografia es una funciéon 7" : C — C del tipo T'(z) = ‘c’::s donde ad — bc # 0.

26. Probar que el conjunto H de las homografias es un grupo bajo la composicion.

27. Sean 2z, 23, z4 puntos distintos de C. Probar que existe una unica homografia T tal que
T(z) =0, T(23) = 1y T'(24) = 00. Deducir que dados puntos distintos ws, w3, wy de C hay
una unica homografia que aplica z5 en wq, 23 en w3 y 24 en wy.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

a) Hallar homografias que transformen
1) los puntos 0,7, —i en 0, 1, oo;
2) los puntos 0,4, —i en 1,—1,0.
b) Probar que la imagen de la circunferencia de centro 0 y radio 1 por la primer homografia

del item anterior es la recta {Re(z) = 1}.

Para a € C tal que |a| # 1, demostrar que la homografia

Z—Q

T(z) = ———
(Z) —oaz+1

transforma a la circunferencia {|z| = 1} en si mismay a a en 0 (Ja| # 1).

Dada una matriz no singular

A:(Z 2) € C*? donde det(A) = ab— cd # 0

le asignamos la homografia
az+b

cz+d
Diremos que la matriz A representa a la homografia T'4.

Ta(z) =

Sean A, B € C**2 no singulares que respresentan las homografias T4 y T respectivamente.

a) ;Qué homografia representa la matriz AB?

b
c

d

/qué homograffa representa la matriz A=1?

., Qué homografias representan las matrices diagonales?

)
)
)
) iCuando dos matrices distintas representan la misma homografia?

az+b

o7 aplica R en R si y solo si se puede escribir con

Demostrar que una homografia T'(z) =
coeficientes reales.

a) Dadas las funciones
t(z) = z + ¢, ¢ € C fijo (traslacién),
h(z) = a(z — z9) + 29, a € C— {0}, z, € C (homotecia de centro z, y razén a),
i(z) =271 2 € C— {0} (inversién),
describirlas geométricamente. Caracterizar la imagen, por cada una de ellas, de una

circunferencia y de una recta.

b) Probar que toda homografia se escribe como composicién de funciones del inciso ante-
rior.

¢) Describir la imagen por una homografia arbitraria de una circunferencia o recta.
Determinar la imagen de las siguientes regiones bajo la homografia indicada:

a) Eldisco {z € C: |z| < 1} por f(z) = 2L

b) El medio-disco {z € C:Im(z) > 0y |z| < 1} por f(z) = 2.




c¢) El cuadrante {z € C:Im(z) > 0y Re(z) > 0} por f(z) = i—;z

34. Hallar homografias que transformen
a) la circunferencia |z| =2 en |z + 1| =1y ademéds —2 en 0 y 0 en 4;

b) el semiplano superior Im(z) > 0 en |z| <1y «a en 0 (donde Im(a) > 0).



