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. Sea (X,,)nen una sucesion de variables aleatorias i.i.d. Bernoulli de parametro

Practica 3

Martingalas

Generalidades

. Probar que si (X,,),en es una martingala con respecto a una cierta filtracion (F, )nen

entonces también lo es con respecto a su filtraciéon natural.

. Sea (X,)neny un proceso integrable a valores en un conjunto numerable £ C R.

Probar que (X,,),en s una martingala con respecto a su filtracion natural si y so6lo si
E(Xn+1|X1 =T1,y... ,Xn = ZL’n) = Ty

para toda eleccion y,...,x, € E con P(X; =x1,..., X, =x,) >0y todon € N.

. Sean (X, )neny una martingala y ¢ una funciéon convexa tal que (¢(X,))nen € L.

Probar que (gzﬁ(Xn))neN es una submartingala.

. Sea (£, F, P) un espacio de probabilidad y (F,)nen, una filtracion en este espacio.

Mostrar que un proceso integrable y (F,,)nen-adaptado (X, )nen, €s una martingala
si y sélo si para cualquier tiempo de parada acotado T se tiene que E(X7) = E(Xj).

. Sea T' un tiempo de parada con respecto a una filtracion (F,),en tal que existen

un numero natural N y ¢ > 0 que satisfacen
P(T'< N +n|F,) >¢

para todo n € N. Mostrar que E(T") < 4oo0.

Convergencia de martingalas

1
5-
Definimos para cada n € N

Yn = f[ 2Xz
i=1

a) Probar que (Y},)nen es una martingala con respecto a su filtracion generada.
b) Mostrar que (Y;,)nen tiene limite en casi todo punto. ;Cudl es dicho limite?

¢) Mostrar que no existe Y € L! tal que Y,, = E(Y|Y},...,Y,) para todo n € N.
i Puede ser (Y},),en uniformemente integrable?

d) Probar que no existe C' tal que E (méx;<x<, i) < CE(Y,,) para todo n € N.
Concluir que la desigualdad de Doob no puede valer para p = 1.



2. Sea (X, )nen una martingala en L2

a) Mostrar que los incrementos (X, 11 — X,,)nen SOn ortogonales.

b) Concluir que (X,)nen s una martingala acotada en L? si y solo si
Y E[(Xun — Xo)?] < 4o
n=1

¢) Concluir que toda martingala acotada en L? tiene limite (en L?).

Definicidon. Sea (G, ),en una sucesion decreciente de o-algebras sobre un espacio muestral.
Un proceso estocastico (X, )nen se dice una martingala reversa con respecto a (G, )nen si
satisface las siguientes condiciones:

i. X, es integrable para todo n € N,
ii. X, es G,-medible para todo n € N,
ili. E(X,,|Gns1) = Xpy1 para todo n € N.
4. Probar que toda martingala reversa es uniformemente integrable.

5. Adaptar el Teorema de convergencia de supermartingalas de Doob para mostrar que
si (X, )nen es una martingala reversa respecto a (G, )nen entonces

X, 2 Xoo = E(X1]Go0),
Ll

donde G, := ﬂ G,.. Probar ademés que si X; € L? con p > 1 entonces X, 1, Xeo-
neN

3. Aplicaciones

1. Sea (Z,)nen, un proceso de ramificacion con distribucion de progenie ¢ € L?*(Np).
Definamos las cantidades u := E(£) y 02 := Var(€).

a) Probar que (M,),en definido por M,, := % para cada n € N es una martingala.

b) Mostrar que para todo n € N vale
E(Z2,,|F.) = 0% Z + W22

¢) Deducir que (M,),en converge en L? siy solo si p > 1.
d) Mostrar que el proceso (M, ),en no es uniformemente integrable si p < 1.

e) Mostrar que si ;1 > 1 entonces

E(My) =1 y Var(M,,) =




/) Probar que si ;1 > 1 entonces
P(My > 0) = P(Z, > 0 para todo n € N).

Concluir que si & > 1 entonces P({ M, > 0} A{Z,, > 0 para todo n € N}) = 0.
. Qué nos dice esto sobre el crecimiento de (Z,,),eny cuando no hay extincion?

2. Consideremos un juego de azar en donde la ganancia neta por unidad apostada en
el n-ésimo juego es €,, donde (e,),en €s una sucesion de variables aleatorias i.i.d.
con distribucién dada por

para cierto p > % La apuesta C), en el n-ésimo juego debe estar entre 0 y Z,_1,
donde Z,,_1 es la fortuna disponible al instante n — 1. Nuestro objetivo es maximizar
la “tasa de interés” esperada E[log(Zx/Zy)], donde N es un niimero que representa

la longitud del juego y Zy, la fortuna inicial disponible, una cierta constante dada.

a) Mostrar que para cualquier estrategia previsible el proceso estocastico (X, )nen
definido para cada n € N por la formula

X, i=log Z,, — na
es un supermartingala, donde « denota la entropia dada por
a = plogp+ (1 —p)log(l —p) +log 2,

de modo tal que E[log(Zx/Zy)] < Na.

b) Probar que existe una estrategia para la cual (X,,),en resulta una martingala.
. Cudl es la mejor estrategia?

3. Urna de Polya. Tenemos una urna que contiene una bolilla blanca y otra negra.
Extraemos al azar una bolilla de dicha urna y la volvemos a colocar junto con
otra bolilla del mismo color. Repetimos el mismo procedimiento indefinidamente
obteniendo asi, tras n pasos, N, + 1 bolillas negras y n+ 1 — NN,, blancas en la urna.

a) Sea M, := % la proporcion de bolillas negras en la urna tras n extracciones.

Probar que (M,,),en es una martingala que converge en LP para todo p > 1.

b) Probar que P(N, = k) = #1 para todo &k = 0,...,n y todo valor de n € N.
. Cudl es la distribucion de M7

¢) Mostrar que para cada 0 < 6 < 1 el proceso (N?),en definido para cada n € N
por la férmula
+1)! _
N = DN g gy,
" Nyl(n—N,)! ( )

es una martingala.

4. Urna de Bayes. Sean U ~ U([0,1]) y X,..., X, variables aleatorias tales que,
condicionadas a U, son independientes con distribucion Bernoulli de parametro U.
Sea ademas N el vector aleatorio de coordenadas Ny := """ | X; parak=1,...,n.
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a) Probar que N tiene la misma distribucion que (Ny, ..., N,) en la urna de Polya.

b) Mostrar que NY es una densidad condicional de U dado N.
5. ABRACADABRA. Un mono que consigui6é una maquina de escribir decide hacer
su aporte a la literatura moderna. En cada instante de tiempo n € N el mono elige
una letra al azar de entre las 26 que figuran en el alfabeto y la escribe en su hoja.

Antes de cada tiempo n, llega un nuevo apostador a admirar la creacion del mono
y apuesta una moneda a que

la n-ésima letra escrita por el mono sera A.

Si pierde, se retira. De lo contrario, recibe 26 monedas de premio, las cuales apuesta
a que

la (n + 1)-ésima letra escrita por el mono serd B.

Si pierde, se retira. De lo contrario, apuesta toda su fortuna actual de 26> monedas
a que

la (n + 2)-ésima letra escrita por el mono serd R

y asi a lo largo de la secuencia ABRACADABRA. Sea T el primer instante de
tiempo en que el mono consigue escribir la secuencia consecutiva ABRACADABRA.
Probar que E(T) = 26! + 26* + 26. ; Por qué es E(T') mayor al tiempo esperado que
le lleva al mono escribir por primera vez la secuencia ABRACADABRI?

6. Sea (X, )nen una sucesion de variables aleatorias i.i.d. en L! no idénticamente nulas.
Recordemos que si (S, )nen €s el paseo al azar asociado entonces el proceso (Y),)nen
definido para cada n € N por la férmula

Y, =5, —nE(Xy)
resulta una martingala con respecto a la filtracion natural (F,,),en-

a) Sea T un tiempo de parada finito con respecto a (F,)nen. Probar que

o0

E(|Sran — Srl) < > E( Xkl Lizoky) = (X1 E(T Lizsns1y).
k=n+1
Concluir que si E(T') < 400 entonces Stap, LN Sty E(Sr) = E(X,)E(T).

b) Supongamos que E(X;) = 0y para b > 0 sea Tj := inf{n € N : S, > b}.
Mostrar que E(7},) = +oo.

¢) Seana <0<byT,,:=inf{neN:S, ¢ [a,b]}. Probar que E(T,;) < +o0.



7. La ruina del apostador. Sea (X,,),en una sucesion de variables aleatorias i.i.d.
con distribucién dada por

PX;=1)=p y PXi=-1)=¢
donde 0 < p=1—-¢ < 1. Dados a < b € N, para cada n € N definimos
S@W—g+ X+ +X, v T=mf{n:5% =006 S =0}
Ademas, sean (M,)nen ¥ (IVn)nen los procesos definidos para cada n € N como

e
M, = <%) y N, =S89 —(p—q)n.

a) Probar que (M, )nen ¥ (Ny)nen son martingalas. ;Con respecto a qué filtracion?
b) Calcular las cantidades P(S(T‘Qb =0)y E(Séi),b)'
¢) Calcular E(T*") cuando p # q. {Qué puede decir si p = ¢?



