TALLER DE CALCULO AVANZADO (2DO. CUATR. 2016)
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Practica No. 4

.Sean f : C — D, A, B C Cy X,Y C D. Decidir en cada caso si corresponde C,D 6 =y

probarlo.

(i)  f(AuB) ...... f(A)U f(B)
(i) fFHXUY) ... X)) U fYy)
(iii)  f(ANB) ...... f(A)Nf(B)
(iv) fUXNY) ...... FHX) N YY)
(v)  f(C\A) ... D\ f(A)

(vi) fUD\X) ...... C\ f1(X)

.Sean SCR®", TCR™y f:S5 — T. Probar que f es continua si, y sélo si, para todo F C T,
cerrado relativo en T', f~'(F) C S es un conjunto cerrado relativo en S.

. Sea f : R™ — R™ una funcién continua tal que f(z) = f(y) para todo x,y € Q™. Demostrar que
f es una funcién constante. Deducir que dos funciones continuas que coinciden sobre Q™ son la

misma funcién.

. Hallar todos los puntos donde la funcién f es continua, siendo

(a) f:]0,1] —

[0, 1] la funcién:

x, sizeQ

f(x):{ l—z sizgQ °

(b) f:R — R la funcién:

fz) =

1
7 si:c:%cona,bEZcoprimosyb>0

0 siz ¢ Q

5. En cada uno de los siguientes casos, decidir si el conjunto dado es abierto o cerrado (o ninguna
de las dos cosas) y probarlo:

6.

(
(b

C

)
)
()
(a)

i. S es conexo

a) {(z,y) €R? [ y?(e” —1) +yz = 1}.
{(z,y,2) €ER3 /1 < zy+ 2 < 2}.
{(z,y) € R? / sin®(x) — zy? > —2}.
S

ea S C R". Probar que son equivalentes:

ii. Dados G, H C R™ abiertos, tales que S = (SNG)U(SNH)y SNGNH =, se tiene

que GNS=0o HNS = 1.

(b) Mostrar que Q no es conexo. ;Qué ocurre con R — Q? ;Y con Q x Q7



7.

10.

11.

12.

13.

(c) ¢Es R conexo? (cf. ejercicio 10, Préctica 3)

(d) Demostrar que el intervalo [0,1] es conexo y que por lo tanto cualquier intervalo [a,b]
también lo es.

(e) Usando la funcién continua f(x) = y la parte (b), demostrar que el intervalo (—1,1)

x
1+ |z|
es conexo. Deducir que cualquier intervalo de la forma (a,b) es conexo.

Sean v, w € R™ distintos, sea 7w = {v + t(w — v) : t € [0,1]} el segmento que une v y w.

(a) Demostrar que 7w es un conjunto conexo.

(b) Sea ahora u otro punto en R™. Demostrar que la poligonal Il := 7w U wu es un conjunto
conexo y convencerse de que cualquier poligonal en R" es un conjunto conexo.

(c) Demostrar que dos puntos cualesquiera de R? — Q2 pueden unirse por una poligonal total-
mente contenida en el conjunto (ademds formada por segmentos “horizontales” y “verti-
cales”) y deducir que R? — Q? es conexo.

(d) Demostrar que un conjunto abierto y conexo S C R™ tiene la propiedad de que dos cua-

lesquiera de sus puntos pueden unirse mediante una linea poligonal totalmente contenida
en S. [Sug.: Dado p € S arbitrario considere los conjuntos G := {x € S / se unen a p con

una poligonal contenida en S} y H := S — G.]

. Sea f : [a,b] — [a,b] continua. Demostrar que existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = c. [Sug.: considere

la funcién continua x — f(x).]

. Sea f: R"™ — R™ una funcién continua. Probar que el grafico de f es un conjunto cerrado de

R™™™  ; Vale la reciproca?

Sean S C R" y f: .S — R™ una funcién tal que la imagen de f es un conjunto acotado y el
grafico de f es un conjunto cerrado. Demostrar que f es continua.

Sea K C R™ un conjunto compacto y sea f : K — R una funcién continua tal que f(x) > 0 para
todo = € K. Probar que existe a > 0 tal que f(z) > « para todo = € K.

Estudiar la continuidad uniforme de las funciones siguientes:
(
(b) f:R3— Rsiendo f(x) =| = ||

a) f:R3— Rsiendo f(z) =| z | .
)

(c) f:(r,+00) — R? siendo f(x) = (/z,cosz), con r =0y con r > 0.
)
) [

(d) f: ]R2—> R siendo f(x,y) = 22 + 3y.
(e

Sea S C R™ un conjunto arbitrario y sean f,g:S — R funciones uniformemente continuas.

:(0,1) = R siendo f(z) = sin(2).

(a) Probar que f + ¢ es uniformemente continua.
(b) Mostrar con un ejemplo que f - g no necesariamente es uniformemente continua.

(c) Probar quesih : f(S) — R* es otra funcién uniformemente continua entonces hof : S — R¥
también lo es.



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Sea f : R — R una funcién que es uniformemente continua en los intervalos [a, b] y [b, ¢]. Probar
que f es uniformemente continua en [a, c|.

L Es cierto que si f es una funcién uniformemente continua sobre un conjunto A C R™ y también
sobre un conjunto B C R", entonces lo es en AU B?

Sea f:R = R, x¢g y a numeros reales. Se dice que f es localmente Lipschitz de orden « en el
punto xg si existen €, M € Ryq tales que

|f(z) — f(zo)| < M|x —x0|* para todo x tal que 0 < |x — xg] < €.

Demostrar que si f es localmente Lipschitz de orden @ > 0 en g entonces f es continua en xg.

Demostrar que las siguientes funciones son uniformemente continuas:

1
T 14z?
(b) f:R — R? siendo f(x) = (cosx,sinz).

(a) f:R — Rsiendo f(z)

Sea f:[—1,1] — R la funcién f(z) = ¢/z. Demostrar que f no es Lipschitz pero sin embargo f
es uniformemente continua (en particular “unif. cont. # Lipschitz”).

Sea S C R™ y sea f : S — R" una funcién Lipschitz. En particular, existe M € Ry tal que
| f(z) = f(@) IS M ||z —2a" |, Vz,2’ € S. Demostrar que si S es cerrado, M <1y f(S)C S
entonces existe y € S tal que f(y) =y, en otras palabras, f tiene un punto fijo.

[Sug.: considere la sucesion (x,)nen en S construida recursivamente asi: 1 € S cualquiera, si z,, estd
definido se toma x,4+1 := f(z,), en otras palabras, x,4+1 = ) (z1). Demostrar que (z,)nen €S una
sucesién de Cauchy; tomar y = lim z,.]

n—oo

Mostrar con un ejemplo que el resultado es falso si no se supone S cerrado.

T+ vVr2+1

5 . Demostrar que f es Lipschitz con M = 1 pero

Sea f : R — R la funcién f(x) =
que f no tiene puntos fijos.
Sea K C R™ un compacto y f : K — K una funcién que verifica que la desigualdad || f(z) —
f(@) ||<|| # — 2’ || vale para todo z,2’ € K (en particular, f es Lipschitz con M = 1).

(a) Demostrar que f tiene un punto fijo.

(b) Comparar con los ejercicios 8, 18 y 19.
[Sug.: considere la funcién g : K — R definida como g(z) =|| = — f (x) ||.]

En cada uno de los casos siguientes, hallar el limite puntual de la sucesién (fy,)nen en el conjunto
SCR:

(a) fa(c)=2", S =(-1,1].

(b) fn($) =—,5= (17+OO)'

(¢) folz) =n%x(1—2H)", S =]0,1].



22. (a) Probar que la sucesién del ejercicio 21(a) converge uniformemente en 7' = (0,1/2), pero en
S = (-1, 1] converge puntualmente a una funcién que no es continua.

(b) Probar que la sucesién del ejercicio 21(b) converge uniformemente en T = [2, 5].

23. Analizar la convergencia puntual y uniforme de las siguientes sucesiones de funciones en los
conjuntos indicados:

(a) fun(x) = sininx)v sobre todo R.
(b) fu(z) = sin(3), sobre todo R.
(c) folz,y) = nj— 1 (x,7), sobre todo R2.
% six¢Q 6 =0
(d) f(x)= , sobre [0, 1].
b—i—% six:%, b>0y (a:b)=1

24. Probar que la sucesion de funciones

T z(z% + 1)
@) = e T Tr )

converge puntualmente en R a una funcién continua, pero la convergencia no es uniforme.

25. Sea S C RY y sea (fn)nen una sucesién de funciones f,, : S — R que converge uniformemente a
una funcién f : S — R. Probar que si f,, es acotada para cada n € N entonces vale:

(a) f es acotada.

(b) Existe M € R tal que |f,(z)] < M para todo x € Sy todo n € N (en otras palabras,
(fn)nen es uniformemente acotada).

26. Sea S C RN y sean (fn)nen ¥ (gn)nen dos sucesiones de funciones de S en R que convergen
uniformemente a funciones f,g: S — R respectivamente.

(a) Probar que f,, + g, converge uniformemente a f + g.

(b) Probar quesi f, y g, estan acotadas para cada n € N entonces f, g, converge uniformemente
a fg.

(c) Mostrar que el item (b) no vale sin la hipétesis de acotacién.

27. Sea (fn)nen la sucesién de funciones f,, : [0,1] — R definida por
fulx) = nPx(l — )™

(a) Probar que (f,)nen converge puntualmente a la funcién cero en el intervalo [0, 1].

(b) Verificar que existe Jim fol fn(z)dz y que Jim. fol fn(z)dz # fol(nlingo fn(z)) du.




