TALLER DE CALCULO AVANZADO (2DO. CUATR. 2016)

Practica No. 3

Sean | (21, en@a) 1= X 10|y || @10 0) looi= max [ ]
Sitn 1<i<n

Demostrar que las funciones ||  ||; y || * [|co SOn normas.

. mostrar que si una norma en nton v,w) = N(v—w una distancia en R".
Demostra e si N es una norma en R", entonces d(v, N es una distancia en R™

. Decidir para cada uno de los siguientes conjuntos si es abierto, cerrado, acotado:
(a) {(z,y) eR?/x>1}  (b) {(z,y) eR?*/z =y}
(©) {(z,y) eR?/zy >0} (d) {(z,y,2) € R?/2® +y° +2° > 4}

() {(z,y,2) eR¥/ay >z}
. Sean ST subconjuntos de R™. Demostrar las propiedades siguientes:

(a) S°={p e R"/3e > 0 tal que B(p,e) C S}.
(b) Si S C T entonces S° C T °.
(c) (SNT)° =S8°NT°. ;Se puede generalizar esta igualdad a una interseccién infinita?
(d) (Su T) D S°uTe. ;Vale la igualdad?
) S
)
)
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(e = SUT. ;Se puede generalizar esta igualdad a una unién infinita?
(f) SNTC SNT. ;Vale la igualdad?
(8) (R"— S)° =R" - 5.

. En cada uno de los siguientes casos hallar S°, S y 95.

(a) S=10,1] (b) S=0Qn[0,1] (c) S=[-1,00U{1}
(d) S={i, neN} (e) S=ZxZ (f) S=ZxQ

. Sea S C R™.

(a) Demostrar que S es abierto si y sélo si es disjunto con 9.

(b) Demostrar que S es cerrado si y sélo si S C S.

. Sea S C R", demostrar que p € 0S5 si y sélo si todo entorno de p contiene un punto en S y un
punto que no esté en S.

. Si § C R™ notamos con S’ al conjunto de todos los puntos de acumulacién de S.

(a) Hallar S’ para cada uno de los conjuntos del ejercicio 5.
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(b) Un punto p € S se llama un punto aislado de S si eziste € > 0 tal que B(p,e) NS = {p}.
Demostrar que S = S’ U {puntos aislados de S}.

. Hallar los puntos de acumulacién del conjunto S = {(%, 1 ) ,con n,m € N}. Hallar la clausura

m

S.

Hallar todos los subconjuntos no vacios de R que son a la vez abiertos y cerrados.

Probar que todo conjunto compacto K C R tiene maximo y minimo. ;Es cierta la reciproca?
Sea (an)nen una sucesién real acotada y sea A el conjunto de sus puntos limites.

(a) Probar que A es compacto.

(b) Probar que el méximo y el minimo de A son limsup a,, y liminf a,, respectivamente.
n—oo

n—oo
Para cada n € N, n > 2, se considera el intervalo abierto <, := (%,%) Demostrar que
(0,1) = U Sy. (Existe un conjunto finito F C N>g tal que (0,1) = |J 35,7 Justificar. ;Qué
n>2 neF

puede decir sobre la compacidad del conjunto (0,1)?

Sea S C R™, demostrar que S es un conjunto compacto si y sélo si toda sucesiéon contenida en
S contiene una subsucesién que converge a un punto de S.

Sean S, T" C R™ conjuntos compactos. Demostrar que SUT y SNT son compactos. ;Qué ocurre
si se toman uniones o intersecciones infinitas?

Sea Uy, := {(x,y) € R?/ || (z,y) — (0,n) ||< n}. Demostrar que |J U, es el semiplano superior
neN

abierto.

1 1

Sea S = { +—/n,me N} C R (cf. ejercicio 4 (f) de la Préactica 1). Demostrar que los
nom

1
puntos de acumulacién de S son los puntos de la forma — y el 0. JEl conjunto S U {0} es
n

compacto?




