ANALISIS ARMONICO - 2do. Cuatrimestre, 2016
Préactica 5 - Pesos A,

Notacién: Si w es un peso A, con 1 < p < 00, notamos

inie g (i o) Gl [ o)

Si w es un peso A, notamos

1 _
ol = s (g [ o)) 1o

Ejercicio 1. Probar que si w € A, para algin 1 < p < oo, entonces:

__1 )
» Sil<p<oo,entonces w ¢~ € Ay y ademads

1 _1

[wr=1]a, = [w]}

Por lo tanto, w € A si y sélo si w™! € Ay y [w]a, = [w1]4,.
» [w]4, > 1 para todo w € Ay, y la igualdad vale si y sélo si w es constante.
» Las clases A, son crecientes en p, es decir, si 1 < p < ¢ < 0o, entonces

[w]a, <[w]a,

lim,_yq+ [w]a, = [w]a, siwe A;.
» Probar que la medida w(z)dz es duplicante, o sea, para todo A > 1 y para todo cubo

Q, vale
W(AQ) < N, w(Q).

Ejercicio 2. Sea k una funcién no negativa y medible tal que k,k~! € L°°(R"). Probar que
si w es un peso A, entonces también lo es kw.

Ejercicio 3. Probar que si w; y we € Aj, entonces wlw;_p € A, y vale
1- —1
[wiwy )4, < [wi]a, [wa]?)

Ejercicio 4. Probar que si w € 4, y 0 < d < 1, entonces w’ € Ay, cong=90p+1—9y vale

(5] 6

[w]a, < w4,

Ejercicio 5. Sean wy € A,, y w1 € Ay, para algin 1 < pg,p; < 0o. Sea 0 <0 <1y sean

1:1—9+£ 1 L
Po p1

Entonces w € A, y vale
(1-0)2  or
wla, < fwoly " fwil

Ejercicio 6. Sean w; € Ay, y wa € Ap, para 1 < py,pa < co. Probar que si p = min(p1, p2),
entonces vale

(w1 +w2]a, < |wi]a,, +[w2]a,,

Ejercicio 7. (Relacion entre A, y BMO)



= Sea v € Llloc(R") y sea 1 < p < oo. Probar que e” es un peso A, si y sdlo si vale:

1 / (t)*
sup — [ e'\WTedt < C
Q 1QlJg

Supl/ e_(v(t)—UQ)plj dt < C
Q 1QlJg

(Sugerencia: usar que si e’ € A, entonces |Q| " [, e?W=ve gt < (|Q|~! Jo e 1 )PL(|Q Jo€")
y una estimacién similar para la segunda desigualdad).
Usar el item anterior para probar que e’ € Ay si y sélo si

1 / () v
sup — e eRldt < C.
o 1QlJg

Concluir que si ¢ € Ay, entonces logp € BMO y ||log ||« < [¢]a,-

Usando el teorema de John-Nirenberg, probar que vale la reciproca, es decir que cual-
quier funciéon de BM O es un miltiplo del logaritmo de un peso As.

Probar que si ¢ € A, para algin 1 < p < oo, entonces logp € BMO y

[¢]a, sil<p<2

[| log ¢l|« <{ L

(p—Del},' si2<p<oo

P
1
(Sugerencia: usar que ¢ »~T € A, en el caso p > 2).

Ejercicio 8. Probar que la funcién dada por

log £ i <1
w(m) = 08 || ! ’:L'| €
1 otro caso

es un peso Aj.
Ejercicio 9. Verificar que si 0 < v <n(p—1) y w(z) = |z|", entonces w € A, y la funcién

| 7P 2| < 1

f(x):{ 0 |z[>1

estd en LL,(R™), pero

lim /Q @t y) — F@)Pde £0

y—0
siy #0.

Ejercicio 10. Probar que las funciones simples no son densas en L, (R) si 1 < p < +o0.

Ejercicio 11. Densidad de C§°(2) en LP(Q2, w)

» Sea f una funcién localmente integrable en R", y sea n € C§°(R™) una funcién no
negativa y radialmente decreciente (n(x) = n(y) > n(z) si |z| = |y| < |z]) tal que
fRnnda@ = 1. Probar que |n* f| < M f.

= Probar que si w € Ay, ||n; * gllze < [Mgllze < Cllgllpr, para toda g € Ly, (R™).

» Probar que si w € A, y f € L§,(R™), entonces n; x f — f en LY, (R™), donde n;(z) =
J"n(jx),j =1,2,... (notar que 7; tienen las mismas propiedades que 7).

= Deducir que C§°(92) es denso en L%, (Q2).



