CALCULO AVANZADO - SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2016

PrACTICA 7: EsPACIOS NORMADOS

1. Sea (E, || -|

) un espacio normado (sobre k =R 6 C). Probar que se verifican:

(a) Las operaciones +: E x E — E'y x : k x E — E son continuas.

(b) B,(x) = B.(x) (es decir, la clausura de la bola abierta es la bola cerrada).
(¢) diam(By(z)) = 2r.

2. Sea (E,|| - ||) un espacio normado y sea C' C E. Decimos que C es convexo si V z,y € C'y
V t € [0,1] se tiene que tx + (1 —t)y € C.
(a) Probar que B,(x) es convexo.
(b) Probar que si (C;);er son convexos, entonces N;crC; 1o es.

(c) Probar que si C es convexo, entonces C° y C también lo son.

3. Sea (E,|| - ||) un espacio normado y S C E un subespacio (vectorial). Probar que:

i) S también es un subespacio.
ii) Si S # FE , entonces S° = {).

iii) Si dim(S) < oo , entonces S es cerrado.

4. Decidir para cada uno de los siguientes subespacios si es hiperlano, si es cerrado, y si es denso.

(a) ¢ ={(n)nen : im0 x,} C 1.
(b) co = {(xn)nen : xn — 0} Cc.

(c) {zel': > x, =0} Cl

(d) {zel?:>2 x, =0} C I

(e) R[X] C C[0,1].

5. Consideramos el espacio normado (R™ = {(a,)n>1/ Ino, an = 0Yn > ng},|| - |le). Decidir si
la funcién lineal 7 : R® — R definida por

es continua.
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. Sea (E,||-||) un espacio normado de dimensién infinita. Definir una funcién lineal ¢ : E — k que

no sea continua. Deducir que todo espacio normado de dimensién infinita contiene un subespacio
(vectorial) propio denso.

Sea T: ¢ — R dada por T'(a) = lim,,_oc an. Probar que T es lineal y continua. Hallar ||T°]].

. Sean p,q > 1 con % + % =1y sea b € l9. Probar que la funcién T} : [P — R definida por

T(a) = i bnan,
n=1

es lineal y continua. Hallar ||7T||.

. Sea ¢ € C[0,1] y sea T': C[0,1] — R dada por
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Probar que T es lineal y continua. Probar que ||T|| = fol |p(x)|dx.
Sea 1 : [0,1] x [0,1] — R continua y sea T": C[0,1] — C[0, 1] dada por

1
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Probar que T es lineal y continua.

Sea (E,|| - ||) un espacio normado (sobre k =R 6 C), y sea H C E un subespacio. Probar que
H es un hiperplano si y sélo existe T : E' — k lineal, T' # 0, tal que H = Nu(T"). Probar que H
es cerrado si y s6lo si T' es continua.

Sean E un espacio normado, S C E un subespacio vectorial cerrado propioy 0 < o < 1. Probar
que existe x € E— S tal que ||z =1y ||s—z| >a Vs € S.

Sea E un espacio normado de dimensién infinita.

(a) Probar que existe (wp)nen C E tal que ||wy| =1y d(wn,wm) > 1/2, n# m.

(b) Probar que B1(0) no es compacta.

Sean E' y F espacios normados. Sea T : ' — F un operador lineal. Probar que son equivalentes:

(1) T es continuo en 0;
(2) Jzp € E tal que T es continuo en x;

(3) T es continuo;
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(4) T es uniformemente continuo;
(5) IM >0/ Vx € E : ||[Tz|| < M||z|| (T es acotada);
(6) VA C E acotado, T'(A) es acotado.

Sean E y F espacios normados y sea T : £ — F un operador lineal y continuo. Verificar las
siguientes férmulas:

Tx .
I7] = sup |ITal| = sup [ Tz] = sup L2 — ine(as/ |72)) < M)}
2]l <1 2]l =1 z£0 ||

Sean (E,| - || &), (F,| - ||r) espacios normados. Consideramos
L(E,F)={T :E — F|T es lineal y continua}

y para cada T € L(E, F),
[T = sup [|T(x)]p-

]|z <1

Probar que:

(a) (L(E,F),| -|) es un espacio normado.
(b) Si F' es de Banach entonces L(FE, F') también lo es.

Sea (E,| - ||) un espacio de Banach y (z,,) C E. Probar que si >, ||z,|| converge, entonces
Y onl, T, converge.

Sean E un espacio de Banach y S, T subespacios cerrados, con dim 1" < co. Probar que S + T
es cerrado.

Sea E un espacio de Banach de dimensién infinita. Probar que F no puede tener una base
numerable.



