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ANALISIS COMPLEJO

Practica N°1: Nimeros Complejos.

1. Expresar los siguientes niimeros complejos en la forma a + b, con a,b € R:
(a) (i+1)(—1)(+3), (d) 4, (g) (L+4)% 4 (1—1)»
(b) (3 —2i)?, (e) 24142 —1,
(c) == (f) (1414)',

2. Sean z y w dos nimeros complejos. Demostrar que:

(a) Z==zsiysolosizeR, (d) Re(z) = =2,

(b) z+w=z+w (e) Im(z) = £2.
(¢) zw =Z w,

3. Probar que si zp € C es raiz de @, X" + a,_1 X" '+ --- +ap = 0, entonces z, € C es raiz
de @, X" + @, X" ' +---+ @y = 0. Deducir que si P(X) es un polinomio con coeficientes
reales y zg € C es raiz de P(X), entonces zy € C también lo es.

4. Hallar todas las soluciones en C de la ecuacién iz + (3 — i)z — (1 +2i) = 0.
5. Para z € C, se define |z| = v/2Z. Probar que:
(a) Siz=a+bi,|z| =Va*+ b2,

_ 2l
(b) [zw] =
Jwl
(c) —|z] < Re(z) < |z[ y —|2] < Im(2) < |7],
() |z+w]” = |2+ |[w]?+2Re(z - W) y |z — w|* = |2 + |w|? — 2Re(z - W),

)
)
(e) |2+ w4+ |2 — w]* = 2(J2]* + |w|?),
() |z +wl < |zl + |w|y |z —w] > [2] — |w.

Interpretar geométricamente la propiedad (e), también conocida como “Ley del paralelogra-

mo”.

6. Probar que d : C x C — R definida por d(z,w) = |z — w| es una métrica.

7. Sea o =a+bi € Cyc> 0. Para z = x + iy, transformar la condicién |z — a| = ¢ en una
ecuacion que involucre solo a z,y,a,b vy ¢; describir qué figura geométrica representa esta
ecuacion.

8. Describir geométricamente los siguientes subconjuntos de C:



(a) |z —i+3| =5, (c) Re(2z+3) >0,
(b) |z —i+ 3| <5, (d) Re((1+ 2i)z) > 0.

9. Definicién: Para z € C, z = a + bi, se define e = e* - (cosb + i senb).

(a) Demostrar que para todo z,w € C, e¥* = e™e?.
(b) Describir los z tales que e* = 1.
(¢) Demostrar que si e* = e, entonces existe k € Z tal que z = w + 2kmi.
(d) Probar que para todo z € C, € = ¢Z.
10. (a) Pasar de la forma a + ib a la forma polar:

i 1479, ii. —5i, iii. —3.
(b) Pasar de la forma polar a la forma a + ib:

. s .o — e _
1. 3e'1, . e, . me™'s.

11. (a) Paran = 2,3,4,5, dibujar todos los niimeros complejos z tales que 2" = 1.
(b) Sean € Ny a € C\ {0}. Mostrar que hay n nimeros complejos distintos tales que

2" = a.

12. Sea f: C — C, f(z) = ¢€*.

(a) Hallar la imagen por f del conjunto {z € C | 0 <Im(z) < 27}.
(b) Hallar la imagen por f del primer cuadrante.
(¢) Mostrar que la imagen de la recta {t + it | £ € R} es una espiral.
o 6i9+e—i8 o et _—1i0
13. (a) Sea 6 € R. Mostrar que cosf) = “— y senf) = &=
(b) Generalizando las igualdades del item anterior, se define para z € C,
eiz + efiz 6iz _ efiz
cosz=——— y senz=-———
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Comprobar que para todo z € C,
cos’(z) +sen(z) =1 y € =cosz+isenz.

(¢) Mostrar que sen z y cos z tienen periodo 27.

(d) Mostrar que los tnicos valores de z para los cuales cos z = 0 y sen z = 0 son los valores
reales usuales.

(e) Probar que para todo z € C, cos(Z) = cos(z) y sen(z) = sen(z)
14. Hallar todos los z € C tales que cosz € R y los z € C tales que sen z € R.
15. (a) Probar que cos z y sen z son funciones suryectivas de C en C.

5

(b) Hallar todas las soluciones de la ecuacién cosz = 7.

2



16. Sean a,b,b’ € R. Probar que si |b| < |b'|, entonces | cos(a+bi)| < | cos(a+b'i)| y | sen(a+bi)| <
| sen(a + b'7)|.

i

— - Para 0 < 6 < 2, dar una férmula para la

17. Sea z # 1. Probar que 1 + 2+ --- 4+ 2" =
suma 1 4 cosf + - - - 4 cosnb.

18. Demostrar que para todo par de niimeros reales positivos a, b, vale que

1 b 1
arctan +arctan| ——— | = arctan | — | .
(a+b) <a2+ab+1> (a)

19. (a) Probar que si lim, ., 2, = z entonces lim,,_,, |2,| = |2|.

Sucesiones

(b) Dar un ejemplo donde no valga la reciproca.

20. (a) Sea a € C, | < 1. jCudnto vale lim «"? Repetir para |a| > 1.

n—oo
1
(b) Si|a| <1, probar que lim (1+a+---+a") = :
n—00 1—«a

21. Calcular, en caso de que existan, los limites de las siguientes sucesiones:

(a) 7 (159", (c) cos(nm) —|—z’sen(2%), (e) ni

n

(b) n(44)", @ (“5)"

2n+1

22. Se define el conjunto de Mandelbrot como el conjunto M de los ntimeros complejos ¢ tales
que la sucesiéon definida de manera recursiva del siguiente modo:

2
20 = G, fn+l = 2 +c

resulta acotada. Demostrar que M C {|z| < 2}.



