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ANALISIS COMPLEJO

Practica N°3.
Plano Complejo ampliado - Esfera de Riemann

1. Sean C = CU {oo} v S = 52 (la esfera en R?® de radio 1 y centro en (0,0,0)). Sea N =
(0,0,1) € 5, definimos la proyeccién estereografica ¢ : S — C haciendo §(IN) = oo y dado
Pe S\ {N}, 0(P)=a+ibsii (a,b,0) es el punto de interseccién de la recta NP C R? con
el plano z3 = 0.

(a) Probar que 0(xy,z9,x3) = Illf—g? si (x1,x9,23) # N.

(b) Probar que € es una biyeccién y su inversa ¢ esta dada por

2Re(z) 2Im(z) |z|>—1
o(2) = (g T ).
L2271+ 227 14 |2

(c) Calcular p(Re(z) =0) y ¢(Im(z) = 0).

2. Sea d la distancia en C inducida por la distancia de R? via 0, es decir, si z, 2’ € @, definimos
d(z,2') = d(p(z), ¢(z')) donde d es la distancia euclidea.

(a) Verificar que d es una métrica en C. Probar que, restringida a C, d resulta equivalente
a la métrica usual (probando, por ejemplo, que (C,d) y (C, dysua;) tienen las mismas
sucesiones convergentes).
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(b) Para z,w € C, verificar que d(z,w) = y d(z,00) =

(c) Probar que ((A:, d) es un espacio métrico compacto (y por lo tanto completo).

3. Sea C una circunferencia contenida en S y sea 7 el un tnico plano en R? tal que 7N .S = C.
Mostrar que si C' pasa por N entonces su proyeccion en C es una recta y, en caso contrario,
una circunferencia.

Homografias

Definiciéon: Una homografia es una funcién 7' : C — C del tipo T'(z) = % donde ad — bc # 0.
4. Probar que el conjunto H de las homografias es un grupo bajo la composicién.

5. Sean 29, 23, 24 puntos distintos de C. Probar que existe una tunica homograffa T' tal que
T(z2) =0, T(z3) =1y T(z4) = 00. Deducir que dados puntos distintos ws, ws, wy de C hay
una unica homografia que aplica z5 en wq, 23 en w3 y 24 en wy.

6. (a) Hallar homografias que transformen

i. los puntos 0,4, —2 en 0, 1, 00;

ii. los puntos 0,7, —i en 1,—1,0.
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(b) Probar que la imagen de la circunferencia de centro 0 y radio 1 por la primer homografia
del item anterior es la recta {Re(z) = 1}.

Para a € C tal que |a| # 1, demostrar que la homografia

zZ—Q

T(z) = — %
() —az+1
transforma a la circunferencia {|z| = 1} en si mismay a a en 0 (Ja| # 1).

Sean A, B € C**2 no singulares que respresentan las homografias T} y T, respectivamente.

az+b

o4 aplica R en R si y solo si se puede escribir con

Demostrar que una homografia T'(z) =
coeficientes reales.

Definicién: Dados z1, 29, 23, 24 puntos distintos de C, definimos la razdn doble (21, 22, 23, 24)

por
21 — R2 R3 T 24

(21,22,23724) - .
21 — R4 R3 — R2

Observar que (21, 22, 23, 24) es la imagen de z; bajo la homografia T tal que T'(z3) = 0,
T(z3) =1y T(24) = 0.
(a) Probar que si T' € H entonces (T(Zl),T(ZQ),T(Z3),T(Z4)) = (21, 22, 23, 24)-

(b) Demostrar que 21, 29, 23, 24 estan en una recta o circunferencia si y solo si (21, 29, 23, 24) €

R.

Definicién: Sea C' una recta o circunferencia de C y 2z, 23, 24 puntos de C'. Dos puntos z y
z* se dicen simétricos respecto de C' sii (z, 29, 23, 24) = (2%, 29, 23, 24).
(a) Probar que la definicién anterior no depende de los punto elegidos 2y, 23, z4 sino de C.

(b) Probar que cada punto z € C tiene un solo punto z* simétrico respecto de C. A la
aplicacion que a cada z € C le asigna su simétrico respecto de C se la llama simetria
respecto de C. Probar que para cada homografia T' que aplica R en C, la funcién

ToF:@%@

es la simetria respecto de C.

(c) Probar que si S es una homograffa y z, z* son simétricos respecto de una recta o cir-
cunferencia C', entonces S(z) y S(z*) son simétricos respecto de S(C).

Probar que el simétrico del centro de una circunferencia C' (respecto a C') es oc.

Probar que en caso en que C' sea una recta, esta nueva nociéon de simetria coincide con la
simetria usual.



14. Dados tres puntos distintos zq, 25 v 23 en C, demostrar que existe una nica recta o circun-
ferencia que pasa por z; y hace que zy y 23 sean simétricos.

15. Hallar homografias que transformen

(a) la circunferencia |z| =2 en |z + 1] =1 y ademds —2 en 0 y 0 en i;

(b) el semiplano superior Im(z) > 0 en |z| < 1y a en 0 (donde Im(a) > 0).
Funcién logaritmo y raices n-ésimas

16. Si 2 C C* es abierto, llamamos rama del logaritmo de z en ) a toda funcién continua
g:Q — C tal que e9®) = 2z para todo z € (.
(a) Demostrar que toda rama del logaritmo es inyectiva y holomorfa en (.

(b) Sean ¢, g> dos ramas de logaritmo en 2. Demostrar que si ) es conexo y existe zy € §)
tal que g1(20) = g2(20), entonces ¢;(z) = go(2)Vz € Q.

(c) Demostrar que si existe una rama del logaritmo en €2, entonces S* Z Q.
17. Sean ¢ : Q — C una rama del logaritmo, b € C, a € Q. Definimos a® = e*9(®.

(a) Verificar que si b € Z, a® no depende de la eleccién de g y coincide con g---a.
b Veces
(b) Calcular todos los valores que pueden tomar i, (—1)3 y 17 al considerar todas las
posibles elecciones del logaritmo.

(c) Fijando una rama del logaritmo, mostrar que las funciones hy : Q@ — C, hy(z) = 2t y
hy : C — C, hs(z) = a® son funciones holomorfas.

(d) Sean z € Q, a,b € C tales que 2* € Q. ;Qué relacién hay entre 2%t y 292°? ;Qué
relacién hay entre 2% y (22)*? ;Y si se sabe que b € Z?

18. Sea log la rama principal del logaritmo definida en C\ R<y. Probar que para todo t € R,

tan(t) 1 | (z — t>
arctan(t) = —lo .
2i it
19. Sean € N. Si Q2 C C* es abierto, llamamos rama de la raiz n-ésima de z en §2 a toda funcion
continua g : Q — C tal que g(z)" = z para todo z € Q. En tal caso, notaremos {/z a g(z).

(a) Probar que si 2 = C\ Rs, hay exactamente dos ramas de y/z en ). Definirlas.
(b) Probar que toda rama de /2 es holomorfa.

(c) Si € esconexoy f es una rama de y/z en Q, entonces f y —f son todas las ramas.

20. Sea Q = C\ R<y. Sea ¢g(z) una rama del logaritmo definida en Q y sea /z la rama de la
funcién raiz ctibica definida en  por /z = e9)/3,

(a) Demostrar que para toda rama g, </z pertenece a Q) para todo z en Q.

(b) Hallar todas las ramas g para las cuales g(/z) = 39(z) para todo z en €.

(c) Probar que si se cambia €2 por C\ R, aumenta la cantidad de ramas que satisfacen el
item (b).



