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Practica 8
Fibraciones y revestimientos.

Fibraciones.

1.

Sean X, Y espacios topoldgicos. Pruebe que la proyeccion mx : X XY — X es
una fibracién con fibra Y . Pruebe que si ademds Y es discreto, entonces wx es un
revestimiento.

Sea p: £ — B una fibracién. Sean «, 3 caminos en B con a(1) = $(0). Existen &,
levantados de «, (3 tales que (1) = 5(0). Pruebe que & * 3 es un levantado de « * 3.

Sean p : E — B una fibracién, X un espacio localmente compacto y T5. Sea p’ :
C(X,FE) — C(X, B) definido por p'(f) =po f. Pruebe que p’ es fibracidn.

Sea p : E — B fibracién. Sean fy, f1 : X x I — FE funciones. Pruebe que dadas
homotopias H : po fo ~ po fiy G : folxx{oy = filxx{oy tales que H(x,0,t) =
poG(x,0,t), existe un levantamiento H:X xIxI— E de H que es una homotopia
entre fo y f1, y que es una extensién de G.

Sea p: E — B fibracién.

a) Sea a: I — B camino. Pruebe que existe H : Eq) X I — E tal que po H(x,t) =
a(t)y H(z,0) =z Vo € Eyq), Vt € 1.
b) Dado a : I — B camino, consideramos L, : E, ) — Ey(1) definido por Ly (7) =
H(z,1). Pruebe que:
I. Si a2, a/, entonces Ly >~ L.
II. Si « >, ctep, entonces L, ~ 1.
1. Dados a, o/ : I — B tales que (1) = &/(0), entonces Lyso >~ Lo © Lq,.
c) Concluya que si B es arcoconexo, entonces todas las fibras son homotépicamente

equivalentes. Y que si ademds p tiene la propiedad de l.u.c., entonces todas las
fibras son homeomorfas.

6. Sea p: E — B una fibracién. Sean e € E, b = p(e).

a) Puebe que que si B es simplemente conexo, entonces la inclusién de la fibra E} en
E induce un epimorfismo i, : w1 (Ep, e) — m(E, e).

b) Pruebe que si la fibra F} es simplemente conexa, entonces p, : m1(E, e) — m1(B,b)
es un isomorfismo.

c¢) Pruebe que si E es simplemente conexo, entonces hay una biyeccién entre 71 (B, b)
y mo(Ep).



7. Sea p : E — B una fibracién con l.u.c con E arco-conexo, y fijemos by € By ¢y €
-1
p~ (bo).

a) Si m(B,by) = Z, entonces o bien 7 (E, eg) = Z o bien w1 (E, ep) = 0.
b) Si m(B,bg) es finito, entonces también lo es w1 (F, ep) y
|71(B,bo)| = [m1(E, eo)|.[p™" (w0)|
c) Si B es simplemente conexo y p revestimiento, entonces p es un homeomorfismo.
Revestimientos.
8. Pruebe que las siguientes funciones son revestimientos:

p:R— St p(x) = (cos(2mx), sen(27z)).
f:8t = St f(2) = 2", n €N fijo.

p:S™ — P™ la proyeccion al espacio proyectivo.
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b

)

)

<)

d) G grupo topoldgico, H subgrupo discreto de Gy p: G — G/H la proyeccién al
cociente.

e) p: E— B, p(x,y) = (2™ *™W) donde E = {(z,y) e R2:2 € ZbéycZ}y
B={(z,w)eStxSt:z=16w=1}.

9. Pruebe que p : Rvg — S! definida por p(z) = (cos(27x),sen(27z)) es un homeomor-
fismo local pero no es un revestimiento.

10. Pruebe que si p : E — B es un revestimiento, entonces p es abierta y por lo tanto es
cociente.

11. Pruebe que si p : E — B es un revestimiento, la fibra £, = p~1(b) es un subespacio
discreto de E para todo b € B. Pruebe ademds que si B es conexo, todas las fibras
tienen el mismo cardinal.

12. Pruebe quesip: E — By p' : E' — B’ son revestimientos, entonces pxp’' : EX E' —
B x B’ también lo es. Use este resultado para calcular el grupo fundamental del toro.

13. Seanp: X — Y y q:Y — Z revestimientos. Pruebe que si ¢~ () es finito para cada
z € Z, entonces gop: X — Z es un revestimiento.

14. Pruebe que los revestimientos son estables por cambio de base. En particular, sip: £ —
B es revestimiento y A C B, entonces pl,-1(4) : p~1(A) — A es revestimiento.

15. Sea B un espacio conexo y localmente conexo, y sea p : £ — B un revestimiento. Pruebe
que si C' es una componente conexa de E, entonces p|¢ : C'— B es un revestimiento.

16. a) Seap:t e R~ 2™ € S sea X un espacio y sea f : X — S! una funcién
continua. Entonces existe una funcién continua f: X — R tal que po f = f sii f
es homotopicamente nula.

b) S* no es un retracto de D



17.

18.

19.

20.

21.

22.

Sea GG un grupo y X un espacio, y sea - : G x X — X una accién de G sobre X, de
manera que se tiene

lg -z ==, (9-h)-z=g-(h-x)

para cada g, h € Gy cada ¢ € X y supongamos que esta accién es continua, de manera
que para cada g € G la funcién ¢4 : x € X +— g- 2 € X es continua. Decimos que la
accién es propiamente discontinua si para cada x € X existe un abierto U C X tal que
xeUygUNU # () siysolamente si g = 14.

a) Si X es Hausdorff y G es finito, entonces toda accién continua de G sobre X es
propiamente discontinua.

b) Sea ~ la relacién de equivalencia sobre X tal que, si z, y € G, es x ~ y sii existe
g € G tal que g-x = y. Sea X/G el espacio cociente X/~, yseap: X —
X /@ la aplicacién cociente. Si la accién de G sobre X es continua y propiamente
discontinua, entonces p es un revestimiento.

Sabiendo que 71 (S!) = Z, calcule el grupo fundamental de los siguientes espacios.

X = 8 x [0,1], un cilindro.
X = S xR, un cilindro infinito.
X =R?\ {0}, el plano pinchado.

a)
)
)
d) X = M, la banda de Mdbius.
)
)

o

(9]

e) X =T =51 x S, el toro usual.
f) X =R3 \ L, donde L es una recta o un plano.

Aplicaciones del Teorema de Brouwer y Borsuk-Ulam.

Demuestre que si A es un retracto del disco D?, entonces toda funcién continua f :
A — A tiene un punto fijo.

Demuestre que si f : ST — S es null-homotépica, entonces tiene un punto fijo y ademas
existe z € S! tal que f(z) = —m.

Teorema de Lusternik-Schnirelmann (para dimensién 2). Pruebe que si S? se cubre con
tres abiertos, entonces uno de ellos contiene dos puntos antipodales.

Pruebe que si f : S2 — S? es continua y f(z) # f(—x) para todo x, entonces f es
sobreyectiva.



