Geometria Proyectiva
SEGUNDO CUATRIMESTRE 2013
CURVAS EN EL ESPACIO

(1) Siuna curva satisface una de las siguientes condiciones, es una recta:
(a) Todas las tangentes a la curva inciden en un punto.
(b) Todas las tangentes a la curva son paralelas entre si.

(2) Sea a: I — R3 una curva diferenciable y [a,b] C I un subintervalo cerrado
de I. Para cada particiéon P = {a = tp < t1... < t, = b} de [a,b],
consideremos la suma

n

o, P) = Z la(ts) — alti-1)]
i=1
y notemos |P| = max (t; — t;—1) a la norma de P. Pruebe que para todo

€ > 0 existe § > 0 tal que
b
Pl <5 — |/ o/ (O)|dt — i(a, P)| < e.
(3) Dé condiciones suficientes para que el sistema

Fi(x,y,z) = Fy(x,y,2) =0

determine una curva regular y determine el vector tangente unitario.
(4) Si k es la curvatura de una curva «, entonces su torsién es

_ (a'(s) x a"(s), & (s))

)= 2ElE
(5) Las férmulas de Frenet
T = kN
N = T +7B
B = — 71N
pueden escribirse como
T =wxT
N =wxN
B'=wxB

con w = 7T + kB.

Observacién: Cuando un cuerpo rigido (un trompo o una piedra, por
ejemplo) gira alrededor de un punto existe un “eje instantaneo de rotacién”
que es el lugar de los puntos que estan fijos es ese instante. Si pensamos en
el triedro de Frenet fijo al cuerpo rigido, el eje instantaneo esta dado por
w.

(6) Sea o : I — R3 una curva no necesariamente parametrizada por la longitud
de arco y sea 3 : J — R? una reparametrizaciéon de o por la longitud de
arco s = s(t) medido desde ¢y € I. Sea t = #(s) la funcién inversa de s y

2 3
denotemos % =, it‘;‘ =a'y it? = o'”. Entonces
2 1o
(a)ﬂ: 1/ 7(15:_(04,/03)_
ds Ja’] ds /|3
’ "

(b) la curvatura de o en t es s(t) = %;

., <al><a// a///)

(c) la torsién de a en t es 7(t) = T

(7) Calcule la curvatura y la torsién de las siguientes curvas en R3:
1



)

)

(©)

) aa(u - COS(U))vbu);

(e) (a(3u —u?),3au?, a(3u + u?)).

(8) Una funcién A : R® — R3 es una translacion si existe v € R? tal que
A(z) = x + v para todo x € R3. Una funcién lineal p : R® — R3 es una
transformacidn ortogonal si (p(u), p(v)) = (u,v) para cada par de vectores
u, v € R3. Finalmente, una funcién f : R — R? es un movimiento rigido si
es la composicién de una transformacion ortogonal de determinante positivo
y una translacion.

(a) La norma de un vector y el dngulo entre dos vectores son preservados
por transformaciones ortogonales de determinante positivo.
(b) El producto vectorial de dos vectores es covariante, de manera que

T(u) x T(v) = T(u x v)

si u, v € R3, con respecto a transformaciones ortogonales T’ con deter-
minante positivo. ;Qué ocurre con las transformaciones ortogonales
de determinante negativo?
(c) La longitud de arco, la curvatura y la torsién de una curva son invari-
antes por transformaciones rigidas.
(9) Una curva o : I — R? es una hélice si existe una direccién con la cual todas
sus tangentes forman un angulo constante.
(a) Si7(s)# 0paratodo s € I, las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) la curva a es una hélice;

)
(ii) el cociente Z es constante;
ii)

(iii) las rectas normales —aquellas que pasan por un punto de la
curva con direccién dada por el vector normal— son todas par-
alelas a un plano fijo;

(iv) las rectas binormales —aquellas que pasan por un punto de la
curva con direcciéon dada por el vector binormal— forman un
angulo constante con una direccién fija.

(b) Si s € Ry a,b,cson tales que ¢ = a? + b?, entonces la curva
a(s) = (acos(%),asin($),b2)
es una hélice parametrizada por longitud de arco con £ = g.

(10) La curva u + (asin®(u),asin(u) cos(u), acos(u)) estéd sobre una esfera y
todos sus planos normales pasan por el origen. Se trata de una curva
cuértica.

(11) Sea a una curva en R3 con curvatura y torsién nunca nulas y ' # 0.

Entonces o esta contenida en una esfera de radio r si y sélo si

1 . O\,
= — | =r.
K2 K2T
(12) Sea a : R — R? una curva parametrizada por longitud de arco, sea [a,b] C R

un intervalo cerrado no trivial y sean p = a(a) y ¢ = a(b).
(a) Siwv es un vector unitario v, entonces

b b
(q—p)-vz/ o/(t)-vdtg/ la/ (t)] dt.



q—p
l[q—pl’

(b) En particular, si v = tenemos que

b
a(8) — a(a)] < / o (1))

y, por lo tanto. la curva con menor longitud de arco que une los puntos
Py q es la linea recta.

(13) Sea o : R — R? una curva parametrizada por longitud de arco, con cur-
vatura y torsién nunca nulas, sea sg € R y sea P un plano que satisface las
siguientes condiciones:

e P contiene la recta tangente en sg, y
e para todo entorno I C R de s, existen puntos de «(I) a ambos lados
de P.
Entonces P es el plano osculador de a en sg.

(14) Una curva cuyos planos osculadores o bien pasan todos por un punto fijo,
o bien son todos paralelos es plana.

(15) Sea a : I — R? una curva regular no necesariamente parametrizada por
longitud de arco con curvatura y torsién nunca nulas. Decimos que a es
una curva de Bertrand si existe una curva 8 : I — R? tal que las rectas
normales de v y 8 en puntos correspondientes de I coinciden, y en ese caso
B es la companera de Bertrand de « 'y puede escribirse en la forma

B(t) = a(t) +rn(t).
(a) En esa expresién para 3, r es constante.
(b) « es una curva de Bertrand si y sélo si existe una relacién lineal

Ak +Br =1

con Ay B constantes no nulas.
(¢) Si « tiene més de una companera de Bertrand, entonces tiene infinitas
y esto ocurre si y sélo si a es una hélice circular.



