Algebra 111 Segundo cuatrimestre de 2013

Practica 6

Nota: En esta préactica ¢ es la funcién de Euler, ¢,, € Z[X] es el polinomio ciclotémico
de orden n y &, es una raiz enésima primitiva de la unidad.

1. Hallar todos los m € N para los cuales una raiz m-ésima primitiva de 1 tiene grado
2 0 4 sobre Q.

2. a) Sea F/Q una extensién de grado finito. Probar que existe sélo un ntimero finito
de raices de la unidad en E.
b) Determinar todas las raices de la unidad contenidas en cada uno de los siguientes

Cuerpos: Q(Z)v Q(\/TQ)v Q(ﬂ)? Q(\/j3)7 Q(\/TE))? Q(\/i \/_73) y Q(ﬁg)

3. Probar que:
Si p € N es primo, entonces ¢,(X) = XP~ 1+ XP~2 ... +1.
Para cada r € N y cada primo p € N, ¢, (X) = (;Sp(Xpr_l).
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Sin es impar, ¢2,(X) = ¢n(—X).
 bu(x?)
Pn(X)
4. a) Sea E/Q una extensién cuadratica. Probar que ¢, es reducible en E[X] siy
s6lo si E C Q(&).

b) Determinar todas las extensiones cuadréticas F/Q tales que ¢12 es irreducible
en F[X]. Idem para ¢g y ¢10.

e) Sip es primo, p { n, entonces ¢p,(X)

5. Hallar todos los n € N tales que ¢,, es irreducible sobre Q(&g).

6. Sea K un cuerpo, sea g : Z — K el tinico morfismo de anillos con unidad y sea
7 : Z]X] — K[X] el morfismo de anillos definido por

g (Z aiXi) = Zg(ai)Xi.

Como ¢, € Z[X], podemos pensar a ¢,, en K[X] via g.

a) Probar que:
(i) ¢n € K[X] es ménico de grado p(n).
(i) X" —1 =[] ¢a en K[X].
din
(iii) Si car(K) # 0 y n es coprimo con car(K), entonces ¢, tiene todas sus
raices simples.
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b) Sea C'/K una clausura algebraica y sea £ € C' una raiz n-ésima primitiva de 1
(ie. " =1y #1Vr <n). Sicar(K) {n, probar que:
(i) £ € C es raiz de ¢, siy s6lo si € es raiz n-ésima primitiva de 1.
(ii) La cantidad de raices n-ésimas primitivas de 1 en C' es ¢p(n).

(iii) Si &, es una rafz n-ésima primitiva de 1 en C, entonces § € C es otra raiz
n-ésima primitiva de 1 si y sélo si & = &, para algiin 1 < j < n tal que
(j:n)=1

Sea n € N impar y sea K un cuerpo con car(K) # 2. Probar que K contiene una
raiz n-ésima primitiva de 1 si y solo si K contiene una raiz 2n-ésima primitiva de 1.

. Sea K un cuerpo y sea n € N tal que car(K) { n. Probar que ¢, se factoriza en

K[X] como producto de polinomios irreducibles de grado [K(&,) : K], donde &, es
una raiz n-ésima primitiva de 1.

. Sea E/F, una extensién ciclotémica de indice n, con (n,q) = 1. Probar que:

a) E es un cuerpo de ¢ elementos, donde m es el menor nimero natural tal que
n|qgm—1.

b) Deducir que ¢y, es irreducible en Fy[X] si y sélo si ¢ tiene orden ¢(n) en Uy,
Probar que:

a) Sip es un primo, p # 2, 3, entonces ¢12 es reducible en [F,[X].

b) El polinomio X* + 1 es reducible en F,[X] para todo primo p.
Probar que:

a) F3 no contiene raices 13-ésimas de la unidad distintas de 1.

b) Si E/F3 es una extension ciclotémica de indice 13, entonces [F : F3] = 3 <
v(13).

a) Hallar todos los n € N tales que ¢,, es irreducible sobre Fy.

b) Sea p € N primo. Hallar todos los m € N tales que ¢g es irreducible sobre Fpm.

Factorizar ¢7 como producto de polinomios irreducibles en Fa7[X].

a) Calcular la norma y la traza de ¥/2 en Q(+/2)/Q y en Q(v/2,£3)/Q.
b) Sea p € N primo. Calcular la norma y la traza de &, en Q(&,)/Q.

¢) Sea d un entero libre de cuadrados y sea a € Q(v/d) —Q. Probar que m(a, Q) =
X2 — Tr(a)X + N(a).

Sea K un cuerpo de caracteristica p > 0 y sea X trascendente sobre K. Calcular la
norma y la traza de X en K(X)/K(XP).

Sea p € N un primo mayor que 3 y sean u,v algebraicamente independientes sobre
Fp. Sean K = Fp(u3,v?) y E = Fp(u,v). Calcular la norma y la traza de u + v en
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Sea K un cuerpo de caracteristica p > 0 y sea £//K una extensién de grado ¢, con
g primo distinto de p. Probar que existe o € E tal que E = K(«) y tal que el
coeficiente de grado ¢ — 1 de m(a, K) es cero.

(a) Calcular el nicleo y la imagen del morfismo de grupos C* — R* inducido por
la aplicaciéon N : C — R.
(b) Probar que en Q(v/2)/Q la norma no es ni inyectiva ni suryectiva.

Sea K un cuerpo finito y sea L/K una extensién finita. Probar que la norma y la
traza en L/K son suryectivas.

Sean K = F,(t" —t) y E = F7(t) con t trascendente sobre Fy.

a) Hallar una base del niicleo de la transformacién lineal Trg /g : E — K.

b) Hallar una base de E' como K-espacio vectorial formada por vectores de traza
1.

Sea K un cuerpo de caracteristica p > 0 y sea E//K una extensién de grado n con
(n,p) = 1. Sea = € E. Probar que si Tr(z") = 0 para todo 1 < i < n, entonces
z = 0.



