ArGEBRA II
Segundo Cuatrimestre — 2013

Préctica 7

En esta prictica, un A-médulo serd un A-médulo a izquierda.

1. Determine si M es un A-médulo en cada uno de los siguientes casos:

a) A =2y, M =Zy,n,mec N, con la suma usual de Z;, y la accién
a-x=ryax).

by A =7, M = M;(C), con la suma usual de matrices y la accién

a- ( Z11 212 ) _ ( a-z11 a-712 )
Z21 22 a-z31 a4-Zp
c) A=DR[X], M =R", con la suma usual de R" y la accién
fe(x1,x2,...,%0) = (f(1).xq, £(0).x2, ..., £(0).xp).
d) A= My(Z), M =7, con la suma usual de Z y la accién
a-m = det(a)-m.

. Sean A y B anillos, M un B-méduloy ¢ : A — B un morfismo de
anillos. Pruebe que la accién a -y x = ¢(a) - x define una estructura de
A-médulo sobre M.

siguientes casos:

a) A:Q,M:Mn(Q),S:{(aij)e My (Q) :a; =0V1<i<n}.

by A=Z,M=My(Z),S = {(a;j) € My(Z) : det(a;;) = 0}

¢) A un anillo cualquiera, M = A" , S = {(x1,...,x4) € A" : x1 +
<o+ x, =0},

d) A un anillo cualquiera , M = A[X] , S = {f € A[X] : f
06gr(f)<n} (neN).

Sean A un anillo conmutativo, a € A™™ y f, : A1 — A" ]a apli-
cacion definida por f,(x) = a-x, donde - es el producto de matrices.
Pruebe que es un morfismo de A-médulos.

. Sean A un anillo conmutativo y M un A-médulo. En cada uno de los
siguientes casos, pruebe que f es un morfismo de A-médulos, determine
su nucleo, su imagen y si es inyectivo, sobreyectivo o isomorfismo:
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6.

10.

11.

12.

a) f:M" — M?, f(x) = (x1+ x4, xn) (n > 2).

by f: M" — M", f(x) = (x1,x1+x2,..., X1+ -+ xp).
c)Sin<m,f: M"— M", f(x) =(x1,...,%n,0,...0).
d) Sin<m, f: M" — M", f(x) = (x1,...,Xn).

e) Fijoae A, f: A[X] — A, f(p) = p(a).

) f:Mu(A) — A", f(a) = (a11, ..., ann) sia = (a;).
Q) f:Z—1Z, f(x) =2x.

Si My N son conjuntos y f : M — N es una funcién, el conjunto

T(f) ={(x f(x)) : x € M}

se llama el grifico de f. Pruebe que si M y N son A-médulos entonces
f es un morfismo de A-mddulos si y sélo si I'(f) es un submédulo de
M& N.

. Sean A un anillo y M un A-moédulo. Caracterice el médulo cociente N/S

en cada uno de los siguientes casos:

a) N=M"S={xe N:xy+---+x, =0}

by N=M"(n>2),S={xe N:x; =x,yx =0}

o) N=A[X],S={f€e A[X]: f(1) =0}.

d) N=Mu(A), S = {(a;j € My(A):a;=0Y1<i<n}.

e) N=M/,S={xe€ N:x;=0Vi€ I}, donde I es un subconjunto
fijo de J.

. Sean V y W dos QQ-espacios vectoriales y sea f : V — W una aplicacién.

Pruebe que f es una transformacion lineal de Q-espacios vectoriales si,
ysélosi, f:(V,+) — (W,+) es un morfismo de grupos.

. Sea A un anillo y sean M y N dos A-médulos. Pruebe que

a) Hom (M, N) con la suma definida por (f + g)(x) = f(x) +g(x) es
un grupo abeliano.

b) Si A es conmutativo, la accién (a.f)(x) = a.f(x) define sobre el gru-
po abeliano Hom 4 (M, N) una estructura de A-médulo. Para A no
necesariamente conmutativo, esta accién define sobre Hom 4 (M, N)
una estructura de Z(A)-moédulo.

Sea A un anillo conmutativo. Dado un A-médulo M se llama dual de M
al A-médulo M* = Homy (M, A). Pruebe que la aplicacién ¢ : M —
M** definida por ¢ (x)(f) = f(x) es un morfismo de A-médulos y que

ker(p) = [ ker(f).

fem*

Sea M un A-médulo. Pruebe que Hom 4 (A, M) ~ M como Z(A)-médu-
los.

Pruebe que Homz(Q,Q) ~ Q.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Pruebe que un A-médulo M es simple si, y s6lo si, M # {0} y A.x = M
Vx € M tal que x # 0.

Sea f : M — N un morfismo de A-médulos. Pruebe que:

a) Si M es simple entonces f = 0 o f es un monomorfismo.

b) Si N es simple entonces f = 0 o f es un epimorfismo.

c) Si M y N son simples entonces f = 0 o f es un isomorfismo.
Sea M un A-médulo simple. Pruebe que el anillo End 4 (M) es un anillo
de divisién.
Pruebe que los grupos abelianos Q*, R*, C*, Q 9 y R +¢ no son finita-

mente generados

Pruebe que todo médulo de tipo finito posee un sistema de generadores
minimal.

Sea A un dominio integroy seaa € M, (A). Sea v = (alj,. .., an]-) c A",
Pruebe que
a) {v1,...,v,} es linealmente independiente si y s6lo si det(A) # 0.
b) {v1,...,v,} es un sistema de generadores de A" siy s6lo si
det(A) e U(A).

Sea A un anillo y sea M un A-médulo. Pruebe que si todo conjunto
no vacio de submédulos finitamente generados de M tiene un elemento
maximal entonces M es Noetheriano

Sea A un anillo e I un ideal bildtero. Pruebe que si A es un anillo Noe-
theriano entonces A/ también lo es.

Dé un ejemplo de

a) Un A-médulo finitamente generado que no sea Noetheriano.
b) Un A-médulo tal que todo submédulo propio sea finitamente ge-
nerado y que no sea Noetheriano.

Pruebe que

a) Un K-espacio vectorial V es Noetheriano si y s6lo si dimg (V) < .

b) Todo anillo principal a izquierda es Noetheriano a izquierda.

¢) Zy K[X] (con K cuerpo) son anillos Noetherianos.
Sea A un anillo y sea M un A-moédulo. Sea f € Ends(M) vy, para cada
n € N, sean K,, = Ker(f"), I, = Im(f"). Pruebe que

IZ) Ki=Ky, = KiNnh =0.

by [ =L = Ki+L =M.

c) Si M es Noetheriano entonces 3n € N tal que K;, N I, = 0.

d) Si M es Noetheriano y f es un epimorfismo entonces f es un auto-
morfismo.
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24. Sead € Z libre de cuadrados. Pruebe que Z[+/d] es Noetheriano.

25. Sean S C A un sistema multiplicativo y M un A-médulo finitamente
generado. Pruebe que S™'M = 0 si y s6lo si 3s € S tal que sM = 0.

26. Sean S C A un sistema multiplicativo, M un A-médulo, N un S—1A-
moédulo, y f : M — N un morfismo de A-médulos. Pruebe que existe
un tnico morfismo de S~! A-médulos f : ST!M — N tal que el siguiente
diagrama conmuta.

f

N
y,

s-1pm

27. a) Sean S C A un sistema multiplicativo, M un A-médulo y N un
submédulo de M. Pruebe que la aplicacién S'N — S~'M indu-
cida por la inclusion N C M es inyectiva. (Esto permite pensar a
S~IN como un S~ A-submédulo de S™1M.)

b) Sean M un A-modulo y Nj, N C M submddulos. Pruebe que
1) s-1 (N1 + N,) = S_1N1 + S_lNz.
2) s-1 (N1 n Nz) = 571N1 n SilNz.
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