Capitulo 5

Polinomios.

Este capitulo trata sobre los polinomios con coeficientes en un cuerpo K . Hasta ahora mencio-
namos en la materia varios ejemplos de cuerpos: el cuerpo de los nimeros racionales Q, el cuerpo
de los nimeros reales R, el cuerpo de los niimeros complejos C, los cuerpos finitos Z/pZ , para
p un numero primo, aunque nunca introdujimos la definicién formal. A continuacion definimos
la nocién de cuerpo y hacemos un repaso del cuerpo de los niimeros complejos.

5.1. El cuerpo de los niimeros complejos C.

Definicién 5.1.1. (Cuerpo.)

Sea K un conjunto, y sean +,-: K x K — K dos operaciones en K (usualmente la suma y el
producto). Se dice que (K,+,+) es un cuerpo si

= + y - son operaciones asociativas y conmutativas. Es decir Vz,y,z € K se tiene (z+y)+
z=x+(y+z2)y (x-y)-z=x-(y-2z) (asociatividad) y Vz,y € K se tiene z+y=y+2x
yr-y=y-x.

= Existe un elemento neutro para la suma, que se nota O, es decir Vx € K se tiene
x4+ 0g = x, y un elemento neutro para el producto, que se nota 1x , es decir Vo € K se
tiene x -1 = x.

= Cualquiera sea x € K, x tiene un inverso aditivo, u opuesto, que se nota —x, es decir
x4+ (—z) =0k, y cualquiera sea x € K, x # 0, x tiene un inverso multiplicativo que se

1

nota z~ !, es decir z-z7! = 1.

» La operacién - es distributiva sobre +, es decir Vz,y, z € K se tiene z-(y+2) = z-y+z-z.

Estas propiedades implican en particular que 0-x =0, Vo € K, pues 0=0+0 = 0-x =
(0+0)-2=0-2+0-z,y por lo tanto sumando de cada lado —0 -z se obtiene 0 -z = 0.
También se deduce que Vx,y € K no nulos, vale que x-y # 0 pues si fuera -y =0 con x # 0
entonces, como existe 7!, se tendrfa y =z~ '-2z-y=2"1-0=0.
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En particular, cuando K es un cuerpo, notando K* := K — {0}, se tiene que - : K* x K* —
K* |y tanto (K,+) como (K*,-) son grupos abelianos.

La informacién siguiente es en su mayoria extraida de Wikipedia.

Lo nuimeros naturales ya eran conocidos desde el principio de los tiempos, pero claro, no se podia
“restar”. Los numeros racionales positivos, las fracciones positivas, (que permiten “dividir”) ya
eran utilizadas de alguna manera por los Egipcios alrededor del afio 1000 AC, y luego también
por los griegos. Los niimeros negativos aparecieron por primera vez en un libro de matematica
de la Dinastia Han en China (202 AC-202 DC), y también en un manuscrito indio escrito en
algin momento entre los anos 200 AC y 400 DC. Matematicos indios ~ 700 AC y griegos ~ 500
AC ya reconocian el concepto de irracionalidad (en particular con +/2). Durante el Medioevo
los arabes ya trataban a los nimeros irracionales como entidades algebraicas, y asociaron los
conceptos de nimeros y magnitudes.

En el Siglo XVI aparecio la notaciéon decimal de los ntimeros reales, pero fue recién en
1871 cuando Georg Cantor realizé la descripcion rigurosa de los nimeros reales, uno
de los avances matematicos méas importantes del Siglo XIX, mostrando en particular
que hay muchos méas nimeros irracionales que racionales.

Con respecto a los ntimeros complejos, la primera referencia conocida a raices cua-
dradas de ntiimeros negativos proviene del trabajo de los matematicos griegos, como
Herén de Alejandria en el Siglo I AC, como resultado de una imposible seccién de una
pirdmide.

Los complejos se hicieron mas patentes en el Siglo XVI, cuando la bisqueda de férmulas que die-
ran las raices exactas de los polinomios de grado 3 fueron encontradas por matemaéticos italianos
como Scipione del Ferro (1465-1526), Niccolo Fontana Tartaglia (1499-1557) y Gerolamo Car-
dano (1501-1576): aunque sélo estaban interesados en las raices reales de este tipo de ecuaciones,
se encontraban con la necesidad de lidiar con raices de nimeros negativos. Las reglas para la
suma, resta, producto y divisién fueron desarrolladas por el matemdtico italiano Rafael Bom-
belli (1526-1572). El término imaginario para estas cantidades (y real para los nimeros reales)
fue acunado por Descartes en el Siglo XVII. Muchos mateméticos contribuyeron al desarrollo
completo de los nimeros complejos.

Lo que todos sabemos es que no existe ningtin nimero real r que satisface 2 = —1, dado

que el cuadrado de un numero real siempre es un nimero real > 0. Luego se introduce una
cantidad imaginaria i, que no pertenece a R, que satisface 2 = —1. Se “agrega” esa cantidad
al cuerpo de los nimeros reales, construyendo el “menor” conjunto que contiene a R y a i,y
donde se puede sumar y multiplicar (respetando la distributividad): a este conjunto lo llamamos
el conjunto de los nimeros complejos C.

Al estar a,b e R C C e ¢ € C, tiene que estar b-i € C, y luego también a +b-i € C. O sea
{z=a+b-i; a,be R} CC.

Pero observemos que dados a+b-i',a’+b" -1, con a,b,a’,b’ € R, entonces si operamos respetando
la distributividad,

» (a+b- )+ (d+bV-i)=(a+d)+(b+V) i.
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del Ferro Tartagha Cardano Bombelli

» (a+b-i)-(a/+V-i)=ad +ab-i+adb-i+bl i*=(aad —bb)+ (ab +a'b)-i

O sea la suma y el producto de estos niimeros tienen la misma forma: un niimero real + otro
numero real multiplicado por i. Es decir, el menor conjunto donde tiene sentido sumar y mul-
tiplicar nimeros de la forma a+b-4 con a,b € R es el conjunto

C={z=a+b-1i a,beR},
dondesi z=a+b-i, 2’ =a +b -i con a,b,a’,b' €R,entonces 2 =2 & a=d yb="0".

Teorema 5.1.2. (C,+,:) es un cuerpo.

Demostracion. = La operacién + es conmutativa es asociativa pues lo es sobre los niimeros
reales. Ademds 0 =0+ 0-i € C es el elemento neutro para la suma, y el opuesto aditivo
de z=a+b-i,con a,beER,es —z2=—a—b-1€C.

= Se puede verificar que la operacién - es conmutativa y asociativa también. El elemento
1=140-i € C es el elemento neutro para el producto, y para todo z=a+b-7 # 0, con
a,b € R, se tiene que existe

4_ _a b
a2+ a?+ b2

-1 € C,

pues si z# 0, a®>+b% > 0, por lo tanto es un denominador permitido, y es facil verificar

: . 2 (—b? (—b)+b .
que (a+bi)- (‘ﬂilﬁ B a2-?-b22> - aaQEi-b2 ) + (aaZ—i-b2 a) =1+0i=1.

= La operacion - es distributiva sobre + pues loesen R:sean z =a+bi, w=c+di y
W= +di,con ab,ecd,d,deR,

z- (w4 W) = (a+bi)- ((c+di) + (¢ +d'i))
=(a+bi) - ((c+ )+ (d+d)i)
= (alc+ ) =bld+d)) + (a(d+d') + blc+))i
ac + ac’ — bd — bd' + (ad + ad’ + be + bc')i
((ac — bd) + (ad + be) i) + ((ad — bd') + (ad' + bc') i)
=(a+bi)(c+di)+(a+bi)(d +di) = z-w+ 2.
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Por lo tanto el cuerpo C es un cuerpo que “contiene” al cuerpo de los ntimeros reales R, con
la inclusiéon Va e R, a=a+0-7€C.

Se gana al extender de esa forma el cuerpo R que la ecuaciéon X2+1 = 0 tiene solucién en C,y
veremos més adelante que todas las ecuaciones cuadraticas z X?+w X +u =0 con z,w,u € C,
z,w no ambos nulos, tienen soluciéon en C. En realidad veremos que todas las ecuaciones de

cualquier grado con coeficientes complejos tienen solucién en C (este el es Teorema Fundamental
del Algebra).

Se pierde que en C no se puede establecer ningtin orden > como tienen los niimeros reales: no
hay ninguna forma de establecer un orden completo > en C (es decir una relacién reflexiva,
antisimétrica y transitiva, que satisface ademds z > w o w > z, Vz,w € C) que respete la suma
(z>2 = 24w > 24w, Yw € C) y el producto por no negativos (2 >0y w >0 = 2w >0):
pues si i > 0 entonces i> = —1 > 0 implica 0 = —14+1 > 0+ 1 = 1, pero por otro lado,
1=(-1)2=0%=0,esdecir 0 >1 7y 1>0. Por la antisimetria, eso tendria que implicar
0 =1, contradiccién. Un razonamiento analogo prueba que no puede ser 0 > 7.

Ejemplos:

» i2=—1, i®=—i, i* =1 y en general,

‘471 — 1’ ,L4n+1 — 1

i L2 = 1 @3 = i VYneN,.

» Para todo a,b€R, (a+bi)?>=a?—-b2+2abiy (a+bi) (a—bi)=a?+b>€Rxg.

Definicién 5.1.3. (Forma binomial, parte real, parte imaginaria, conjugado, médulo.)

= Dado z € C,laforma z=a+b-7 con a,b € R se llama la forma binomial de z, su parte
real es Re(z) := a € R y su parte imaginaria es Im(z) := b € R.

s Dado z=a+ b7 con a,b € R, el conjugado de z es Z:=a —bi € C, y el mddulo de z
es |z] = Va?+b> € Rsp. Observemos que |z =0 < 2z =0,y que si z # 0, entonces
‘Z| €R>O.

Se representa z y esas cantidades en el plano complejo,
asi como la operacion suma, que se hace con la regla del
paralelogramo. Se nota que por el Teorema de Pitagoras,
|z| = dist(z,0), es decir |z| > 0 mide la distancia del
numero complejo z al origen 0.

Ademdés se tiene las siguientes relaciones entre z y |z|:

z
2 Z=|z, VzeC y Z_IZW’ VzeC*.
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Proposicién 5.1.4. (Propiedades del conjugado y del médulo.)

Para todo z € C, se tiene,

n
x|
I
N
n

z+z=2%Re(z), z—z2=2%m(2)1,

& z€eR,

[]
N
Il
]
[]

[Re(2)] < 2] e |Sm(z) < |z

Ademds, para todo z,w € C, se tiene,

» 2t w=Z+4w w2z Fw| < |z| + |w].

" T W=Z-W w |zew| = 2] |

s 2 l=771 w27 =27t

n SizA£0, k=% VkeZ. 2 Siz2#0, |2F=|2F, VkeZ.

4+ W

La propiedad |z +w| < |z|+ |w| se llama la desigualdad
triangular y se puede comprobar geométricamente:

d<|z], e<|w] = |z+w|=d+e<|z|+ |w]

Lo notorio es que cuando se construye C agregandole a R la raiz cuadrada i de —1, se consigue
que en C todos los niimeros complejos tengan raices cuadradas, y no solo —1 o los ntimeros
reales negativos b, cuyas raices cuadradas son £4/|b|i.

Proposicién 5.1.5. (Raices cuadradas de niimeros complejos.)

Sea z € C. Entonces existe w € C tal que w?> = (—w)? = 2. Si z # 0, entonces z tiene
exactamente dos raices cuadradas distintas, que son w y —w .

Hagamos un ejemplo antes de hacer la demostracién.

Ejemplo: Calcular las raices cuadradas complejas de z =3 — 4.

planteemos w? = z donde w =z +yi € C con z,y € R a determinar. Esto implica |w?| = |z|,
es decir |w|? = |z| también. Por lo tanto, de w? = 3—4i y |w|? = [3—4i| = v/25 = 5, obtenemos

las ecuaciones:

2 2
2 .2 . . r~ -y =3
{i2+y2—|_—25xy2—3 44 %y — —4
v= 2% +y? =5.

De la primer y tercer ecuacién deducimos

8 2
22 =5+43=8 y 2°=5-3=2 — m:i\/;:i\/i:ﬂey:i\g:iﬁ:ﬂ.
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O sea que en principio tenemos 4 posibilidades, eligiendo = e y positivos y/o negativos. Pero
la segunda condicién nos dice que zy = —2, el producto es negativo, por lo tanto si se toma
x = 2 se debe tomar y = —1 y si se toma x = —1 se debe tomar y = 1: los candidatos a raices
cuadradas son entonces

w=2—-i y w=—-w=-241.

Efectivamente, es inmediato verificar que w? = (—w)? = (4 — 1) +2(=2)i =3 — 4i.

Demostracion. (de la Proposicién 5.1.5.)

Sea z=a+bieC,con a,b€ R,y planteemos w? = z donde w=x+yicC con z,y €R a
determinar.

Si z=0, entonces w=0.

Luego podemos asumir z # 0. La condicién w? = z implica |w?| = |z|, es decir |w|? = |2

también. Por lo tanto, de w? = z y |w|? = |z| obtenemos las ecuaciones:

2,2 _
{xQ—y2+2xyi:a+bi ga;y—yb “
2 2 _ /212 — o
T4ty a*+b 22 4y = i

De la primer y tercer ecuacién deducimos

22 =vVa2+024+a vy 2y°=+Va2+b2—a.

Observemos que tanto va? + b% + a como Va? + b? — a son nuimeros reales no negativos por
la propiedad |Re(z)] < |z| que dice que valen tanto a < va? + b% como —a < va? + b%. Por lo
tanto existen las raices cuadradas reales

/12 bQ /12 bQ_
z =+ W ER e y=+ % eR.

Esto nos daria en principio 4 posibles candidatos para w. Pero solo dos de ellas son en realidad
candidatos: las dos que cumplen con la segunda condicién 2xy = b: si b > 0, hay que tomar

Va2 + b2 +a Va2 + b —a Va2 + b +a Va2 + b —a
r=\— =5 Y =\ =\
2 2 2 2

mientras que si b < 0, hay que tomar

Va2 +b2+a y— va2+b2—a v r= val+b2+a y— Va2 +b2—a
2 S 2 T 2 = 2 '

Observemos que en ambos casos se obtiene w = x+yi y w’ = —w. Verifiquemos finalmente que
estas dos candidatos a solucién w y w’ = —w son efectivamente raices cuadradas de z cuando
z # 0. Como claramente (—w)? = w?, alcanza con probarlo para

w_\/\/a2+bz+ai\/\/a2+b2—ai
B 2 2
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donde el + es + 0o — dependiendodesi b>0 o b< 0.

) (\/mmi\/m_a)z
w - =
2 2

(a2+b2—|—a a2—|—b2—a)i2\/\/a2+b2+a\/\/a2+b2+ai
2 2 2 2

\/a2+b22 —a?

—a+2 . i = a+xVb2i = a%|bli = a+bi,
pues si b >0, [b| =b y el signo en £+ era + mientras que si b < 0, |b] = —b pero el signo en
+ era —. O

5.2. El anillo de polinomios K[X]: generalidades.

Sea K un cuerpo, por ejemplo K = Q,R,C o Z/pZ, donde p es un nimero primo (positivo).
Se dice que f es un polinomio con coeficientes en K si f es de la forma

n
f = Clan + an—an_l + -+ CLlX +ag = ZaiXi,
i=0
para algin n € Ny, donde X es una indeterminada sobre K y a; € K para 0 < i < n. Los
elementos a; € K se llaman los coeficientes de f. Se conviene que dos polinomios son iguales si
y solo si coinciden todos sus coeficientes, es decir si f =Y ja; X iy g= Yoo biX i entonces
f=9g © a;=b,0<i<n.

El conjunto de todos los polinomios f con coeficientes en K se nota K[X].

Si f no es el polinomio nulo, es decir f # 0, entonces se puede escribir para algun n € Ny en
la forma

f= ZaiXi con ay, #0.
i=0

En ese caso n es el grado de f y se nota gr(f), a, es el coeficiente principal de f y lo
notaremos aqui cp(f), y aop se denomina el coeficiente constante o término independiente de f .
El polinomio nulo no tiene grado. Cuando el coeficiente principal de f esigual a 1, se dice que
el polinomio es mdnico. Notemos que para todo f € K[X]— {0}, se tiene gr(f) € Ny.

5.2.1. Operaciones en K[X].

Las operaciones + y - del cuerpo K se trasladan al conjunto K[X] en forma natural, se suma
coeficiente a coeficiente y se multiplica aplicando la distributividad:

» Sif=30" aX g=>1",bX" € K[X], entonces
f+g=> (a; +b)X" € K[X].

=0
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» Sif=30"aXt g= > =0 b; X7 € K[X], entonces

n+m
f.g:chXkeK[X] donde ¢ = Z aib;.
k=0 itj=k

Ejemplos:
» Sean f=5X%-2X34+3X2-X+1y g=3X3—X?2+ X — 3. Entonces
f4+g=5X*+X3+2X2-2 y f.g=15X"—-11X%+16X°—23X4+13X3-11X2+4X —3.
= En este caso, gr(f +g) = 4 = max{gr(f),er(9)}, v gr(f-9) =7 = gr(f) + gr(g), mis
atn, cp(f-g) =15=5-3 =cp(f)-cp(g).

= Sean f=2X3+3X -1, g=-2X3+2X2-1y h=-3X3—-2. Entonces f+ g =
2X2+3X -2y f+h=—-X3+3X—3. En este caso gr(f +g) = 2 < max{gr(f),er(g)}
pues los dos polinomios tienen el mismo grado y se cancelaron los coeficientes principales,
pero gr(f+h) =3 = méax{gr(f),gr(g)} pues por mas que los dos polinomios tienen mismo
grado, no se cancelaron los coeficientes principales.

Observacién 5.2.1. (Grado de la suma y del producto.)

Sea K un cuerpo y sean f,g € K[X] no nulos. Entonces

» Si f+g+#0, entonces gr(f + ¢g) < max{gr(f),gr(g)}. Mas precisamente,
gr(f +g) = méx{gr(f),gr(g)} si gr(f) # gr(g) o gr(f) = gr(g) pero cp(f) + cp(g) # 0.
gr(f +g) <méx{gr(f),gr(g)} si gr(f) =gr(g) y cp(f) +cp(g) =0.

= cp(f-g)=cp(f) cp(g). En particular, f-g#0 y gr(f-g)=er(f) +sgr(g).
Ejemplo: Calcular el coeficiente principal, el coeficiente constante y el que acompana a X de
f=Xx*+2)1% 2x +3)°

» El coeficiente principal de f se obtiene multiplicando los coeficientes principales de los

factores:
ep(f) = ep(X? +2)0cp(2X +3)° = 110. 25 = 27,

» Kl coeficiente constante de f se obtiene multiplicando los coeficientes constantes de los

factores, en este caso:
910 35

= ;Coémo se obtiene el coeficiente que acompania a X en este producto? La tnica forma es
eligiendo el coeficiente constante en (X3 +2)10 esto es 210, y calculando en (2X +3)° el
coeficiente que acompafia a X , es decir eligiendo en uno de los 5 paréntesis de (2X + 3)°
una vez el 2X y 4 veces el 3, esto es (?)2 -3 =5.2.3% El resultado es entonces:

210 . 5.9.34 = 9oll .34 5
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Teorema 5.2.2. (El anillo (K[X],+,-).)

Sea K wun cuerpo. Entonces, (K[X],+,-) es un anillo conmutativo(al igual que Z ). Mds ain,
al igual que en 7, si se multiplican dos elementos no nulos, el resultado es no nulo, o dicho de
otra manera:

Vfge K[X], f-g=0 = f=00 g=0.

(Esto se llama ser un dominio integro.)

Demostracion. Las propiedades conmutativa y asociativo de las operaciones + y - son conse-
cuencia de las definiciones de las operaciones y del hecho que valen las mismas propiedades en
K . El elemento neutro para la suma es el polinomio 0, y el opuesto aditivo de f=> " a;X ‘
es —f = sum]_y(—a;)X ¢ . El elemento neutro para el producto es el polinimio 1. Pero en ese
caso no todo f # 0 tiene inverso multiplicativo, como veremos a continuacion.

La segunda afirmacién es una consecuencia de la observacién anterior: si f y g son no nulos,
entonces fg es no nulo. O

Como consecuencia de la observacién sobre el grado del producto se deduce inmediatamente
quiénes son los polinomios en K[X] que tienen inverso multiplicativo.

Observaciéon 5.2.3. (Inversibles de K[X].)

Sea K un cuerpo. Entonces f € K[X] es inversible si y solo si f € K*. O sea los elementos
inversibles de K[X] son los polinomios de grado 0.

Demostracion. » (=) Sea f € K[X] inversible. Por lo tanto f # 0 y existe g € K[X] tal
que f-g = 1. Esto implica que g # 0 tambiény gr(1) = gr(f-g), es decir 0 = gr(f)+gr(g).
Como gr(f),gr(g) € Ng, la tnica posibilidad es gr(f) = 0 = gr(g) y por lo tanto f,g € K,
y no nulos.

» (<) Sea f € K—{0}.Entonces, como K esun cuerpo, f esinversibley existe g € K—{0}
tal que f-g=1, es decir f es inversible.

O]

5.3. Divisibilidad, Algoritmo de Divisién y MCD en K[X].

Por lo que vimos en la seccién anterior, K[X] es un annillo conmutativo (més bien un dominio
integro) que, al igual que Z, no es un cuerpo ya que no todo elemento no nulo es inversible:
sabemos que los tnicos polinomios inversibles son los polinomios constantes (no nulo). Tiene
sentido entonces estudiar la divisibilidad asi como hicimos en Z. En esta seccion haremos todo
un paralelismo con la teoria desarrollada en Z.

Definicién 5.3.1. (Divisibilidad.)

Sean f,g € K[X] con h # 0. Se dice que g divide a f,y se nota g | f, si existe un polinomio
g€ K[X] tal que f=¢q-g. O sea:
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glf = FqeK[X]: f=q-g

En caso contrario, se dice que ¢g no divide a f, y se nota g1 f.

Propiedades 5.3.2. (Propiedades de la divisibilidad.)

» Todo polinomio g # 0 satisface que g |0 pues 0=0-¢g (aqui ¢ =0).

= glfecglf,Vee K  (pues f=q-g & f=(c"q)(cg))
De la misma manera g | f < g |df,Vde K*.

Se concluye que si f,g € K[X] son no nulos,

g | /
cp(g)  cp(f)

Es decir la divisibilidad no depende de constantes no nulas (que son los elementos inver-
sibles de K'), y por lo tanto todo polinomio tiene infinitos divisores. Pero todo divisor g
de f tiene un divisor ménico asociado, que es g/cp(g) .

glf < cg|df,Ve,de K* <

» Sean f,g € K[X] no nulos tales que g | f y gr(g) = gr(f). Entonces g = ¢ f para algin
ce K* (pues f=qg con q#0y gr(g) =gr(f) = gr(q) =0,,le. g=ce K*).

» g|fy flg<e f=cg paraalgin ¢ € K* (pues tienen el mismo grado).

» Paratodo fe€ K[X], f¢ K,setiene c|fycf|f, Vee K*.

Asi, todo f en esas condiciones tiene esas dos categorias distintas de divisores asegurados
(los de grado 0 y los de su mismo grado).

Hay polinomios que tienen tinicamente esos divisores, y otros que tienen mas. Esto motiva
la separacién de los polinomios en K[X] no constantes en dos categorias, la de polinomios
1rreducibles y la de los polinomios reducibles :

Definicién 5.3.3. (Polinomios irreducibles y reducibles.)

Sea f e K[X].

» Se dice que f es irreducible en K[X] cuando f ¢ K y los tnicos divisores de f son de
la forma g = ¢ o g = cf para algin ¢ € K*. O sea f tiene unicamente dos divisores
monicos (distintos), que son 1 y f/cp(f).

= Se dice que f es reducible en K[X]| cuando f ¢ K y f tiene algin divisor g € K[X]
con g#cy g#cf,Vee K*, esdecir f tiene algin divisor ¢ € K[X] (no nulo por
definicién) con 0 < gr(g) < gr(f).
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En particular, todo polinomio de grado 1 en K[X] es irreducible.

Pero no solo ellos, dependiendo del cuerpo K : por ejemplo el polinomio X2 + 1 € R[X] es
irreducible en R[X], pues si fuera reducible, tendria un divisor ménico de grado 1 (grado
intermedio), y luego se tendria X2+1 = (X +a) (X +b) con a,b € R, lo que implica a+b =0,
ie. b=—ayab=1,ie —a?=1,lo que es imposible para a € R. Pero es reducible en C[X]
vaque X2+ 1= (x—i)(x+1),ie X —i|X%2+1 en C[X].

Y el polinomio X2—2 € Q[X] es irreducible en Q[X], pues si fuera reducible, tendrfa un divisor
ménico de grado 1, y luego se tendria X2 —2 = (X +a) (X +b) con a,b € Q, lo que implica
a+b=0,ie. b=—ay ab=—2,ie. a®=2,lo que es imposible para a € Q. Pero es reducible
en R[X] yen C[X] yaque X2+2= (2 —v2)(z++v2),ie. X —v2| X2 -2 en R[X] yen
C[X].

La divisibilidad de polinomios cumple exactamente las mismas propiedades que la divisibilidad
de ntimeros enteros. Repasar esas propiedades.

Continuamos entonces el paralelismo con Z para K[X]:
Teorema 5.3.4. (Algoritmo de division.)

Dados f, g € K[X] no nulos, existen unicos q, r € K[X] que satisfacen

f=q-g+r con r=0 o deg(r) < deg(g).

Se dice que ¢ es el cociente y r es el resto de la divisién de f por g, que notaremos r,4(f).

Ejemplo: Sean f = X° + X% —3X3 +4X?+2X y g=X*+3X3 - X2 -6X — 2, entonces

f=(X—-2)g+7r conr=4X>+8X%-8X —4.

Demostracion. » Fxistencia de q y 7

La demostracion es calcada del caso Z. Dados f,g € K[X] no nulos, consideramos el
conjunto

A={f—-dqg e K[X]} C K[X],

que es claramente un conjunto # {0} pues por ejemplo f € A tomando ¢=0.51 0 ¢ A,
elijamos un polinomio r € A de grado minimo, y si 0 € A, elijamos r = 0. Es decir

Jdge K[X] talque r=f—qg y r=0 o gr(r) <gr(r), V7 € A.

Por lo tanto, f = ¢qg+ r y se afirma que si r # 0, entonces gr(r) < gr(g). Pues si fuera
gr(r) > gr(g), puedo considerar el polinomio

PO ywt)-mt0) g — g PO xm et g — (4 PO yat)-mlo)y g ¢ 4.
cp(9) cp(9) cp(9)

el

Es facil verificar que los dos sumandos tienen el mismo grado, y en esta resta, se cancela el
coeficiente principal de 7. Por lo tanto gr(7) < 7, lo que contradice el hecho que r tenia
grado minimo en A.
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s Unicidad de g y 7

Supongamos que existen ¢i,71,q2,72 € K[X] con 11 =0 o gr(r;) < gr(g) y r2 =0 o

gr(re) < gr(g) tales que

f=qg+r=qg+rs.

Entonces (q1 — q2)g = r9 — 71 implica g | 79 — r1. Pero si 7o — 11 # 0, se tiene que
gr(ro —r1) < méx{gr(re),gr(r1)} < gr(g), luego no puede ser divisible por g¢. Por lo tanto
ro —r1 =0, ie. r; =ry de lo que se deduce que g1 = g2 pues (g1 —g2)g =0 con g #0

implica q; — g2 =0.

Definicién 5.3.5. (Méaximo Comun Divisor.)

O]

Sean f, g € K[X] no ambos nulos. El mdzimo comin divisor entre f y g, que se nota (f :g),

es el polinomio ménico de mayor grado que divide simultaneamente a f y a g.

Observacién 5.3.6. No es obvio en este caso que este polinomio es 1inico, de hecho es una
consecuencia de las propiedades siguientes que se cumplen para un polinomio ménico de mayor
grado que es divisor comin de f y g,y de los resultados que se deducen de esas propiedades.

(f:0)= f/cp(f), Vf e K[X] no nulo.

» Sean f,g € K[X] con ¢g nonulo. Si f =¢-g+r para ¢,r € K[X], entonces (f : g) =

(g:7).
Ejemplos: Sean f, g € K[X], g # 0. Entonces :

» Sea ce K*, (c:g)=1

» Si g|f, entonces (f:g):ﬁ(w.

A continuacién deducimos el Algoritmo de Euclides, que al igual que en el caso Z, permite
calculer el maximo comin divisor entre dos polinomios (y es para polinomios arbitrarios la
unica forma de calcular el méximo comun divisor de hecho).

Teorema 5.3.7. (Algoritmo de Euclides.)

Sean f, g € K[X] no nulos. Entonces (f : g) es el dltimo resto r no nulo (dividido por su
coeficiente principal para volverlo mdnico) que aparece en la sucesion de divisiones siguiente:

f = qg+n

g = qr1+rnr

T1 = q3r2+713
Thk—2 = (qrTk—1+7Tk
Tk—1 = dqk+1Tk

(pues resulta (f :g) = (g:r1) = (r1:re) =+

Tk | Tk—l)-

con gr(ry) < gr(g)
con gr(rq) < gr(ry)
con gr(r1) < gr(g)

con gr(ry) < gr(rg—1)

= (Th—2 : Th—1) = (rp—1:7%) =

cp(ry)

, Yya que
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Luego, despejando en el Teorema 7 de la anteiltima igualdad, y volviendo hacia arriba despe-
jando paso a paso Tp_1, Tk—2,..., T2, 1 en las igualdades anteriores, se logra escribir r; en
la forma 1, = s'f + t'g. Finalmente, dividiendo toda la expresién por la constante cp(ry), se
obtienen s, t € K[X] tales que (f:g)=sf+1tg.

Ejemplo: Sean f = X4+ X% —3X34+4X?+2X y g=X*4+3X3 - X2 -6X — 2. Se tiene :

f = (X—=2g+r  con r=4X3+8X2-8X —4
g = (iX—l—%)Tl—i-Tg con rog=-X?2-3X-1
r1 = (—4X +4)ry
Luego (f:g):CpT(i2):X2—|—3X+1 y
ry = g—(%X—i—%)rl
= g- X+ (= (X =2)g)
+ L f+

(7 1+ GX + )X =2)g
= X+ f+GXP-1X +3)g
Corolario 5.3.8. (Mcd y combinacién polinomial.)

Sean f,g € K[X] no ambos nulos. El mazimo comin divisor entre f y g es el (inico) polinomio
monico h € K[X] que satisface simultineamente las dos condiciones siguientes :

= h|f yhlg,

» FEzisten s, t € K[X] tales que h=sf +tg.
También se puede deducir, como en el caso de los enteros, la propiedad siguiente que relaciona
el médximo comun divisor con los divisores comunes mediante divisibilidad.

Corolario 5.3.9. (Mcd y divisores comunes.) Sean f,g € K[X]| no ambos nulos. El
mazimo comiun divisor entre f y g es el (inico) polinomio ménico h € K[X] que satisface
simultaneamente las dos condiciones siguientes :

= h|f yhlg,
» Si he K[X] satisface que h|f y h|g, entonces h|h.
Definicién 5.3.10. (Polinomios coprimos)

Sean f,g € K[X] no ambos nulos. Se dice que son coprimos si satisfacen (f :g) =1, es decir
si ningin polinomio de grado > 1 divide simultaneamente a f y a g, o equivalentemente si
existen polinomios s, t € K[X] tales que 1 =sf +tg.

Proposicién 5.3.11. (Divisibilidad con coprimalidad.)
Sean f, g, h € K[X], entonces:

1. Si g y h son coprimos, entonces g|f yh|f <= ghl|f
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2. Si g y h son coprimos, entonces g|hf < g|f.
Demostracion. (g:h) =1=— 3s,t € K[X] tales que 1 = sg + th. Luego f = sgf + thf.

1. («) vale siempre.

(=) Por la escritura arriba, f es divisible por gh pues cada sumando lo es (h| f en el
primer sumando y ¢g|f en el segundo).

2. (=) vale siempre.

(<) g divide a cada sumando, por lo tanto ¢g divide a f.

5.4. El Teorema Fundamental de la Aritmética para Polinomios.

Observacién 5.4.1. (Primalidad de los polinomios irreducibles.)

Sean f un polinomio irreducible en K[X]. Entonces

 Paratodo g € K[X], (fig)= oty si flg v (fig)=1si [ [g.
» Para todo g,h € K[X]|, flgh = fl|lg o f|h.

Teorema 5.4.2. (Teorema Fundamental de la Aritmética para polinomios)

Sea K un cuerpo, y sea f € K[X]| un polinomio no constante. Entonces existen tnicos polino-
mios irreducibles ménicos distintos gi,...,g, en K[X] tales que

f=ca™...g." donde ce€ K\{0}y my,...,m. €N

(La unicidad de los factores irreducibles g; es salvo el orden de los factores.)
La constante ¢ resulta ser el coeficiente principal de f .

Ejemplo: El polinomio (X2 +1)(X?%—2) estd factorizado en factores irreducibles en Q[X] (pues
ambos factores son irreducibles) pero su factorizacién en R[X] es (X2 + 1)(X — v2)(X +v?2)
y su factorizacién en C[X] es (X +4)(X —i)(X + v/2i)(X — v/2i). Notemos que en Q[X] el
polinomio (X2 + 1)(X? —2) es reducible, pues X2+ 1| f en Q[X] pero sin embargo no tiene
raices en Q. Pero de todos modos como veremos en lo que sigue la buiisqueda de raices de f
ayuda para la factorizacién.

5.5. Evaluacién y Raices.

Sea f=a, X"+ -4+ a1 X +ag € K[X] un polinomio, entonces f define en forma natural una
funcién
f K=K, f(x)=aux"+ --4+ax+ag
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que se llama la funcién evaluacion.

Esta funcién evaluacién cumple las dos propiedades siguientes para todo f,g € K[X]:

(f+9)(@)=fx) +g(@) v (f-9)(@)=[f(2) g(z), YVrekK.
En particular, si f =¢qg+r con ¢,r € K[X], entonces f(z) = q(z)g(x)+r(z), Vo e K.
Ejemplos:
» Sea f= X2+ X —2¢€ Q[X]. Entonces f(3) =32 +3-2=10, f(0)= -2y f(1) =
12+1-2=0.
» Sea f=>",a;X; € K[X]. Entonces f(0)=ao y f(1)=>1";a;.

= Sea f = ¢ un polinomio constante en K[X]. Entonces f(z) =¢, Vz € K.

Ejemplos:
» Determinar todos los polinomios f € R[X] de grado < 2 (o nulo) tales que f(0) =1y
f) =f(2):
El polinomio f es de la forma f =aX?+bX +c € R[X]. Se tiene f(0)=1 & c=1y

f)=f(2) & a+b+c=4a+2b+c, es decir 3a+b = 0. En definitiva, b = —3a y
c=1,lo que implica que f=aX?—-3aX +1, aeR.

» Sea f € Q[X] tal que f(0) =1y f(1) = f(2) = 3. Calcular el resto de dividir f por
X(X-1)(X-2):

El polinomio f se escribe por el Algoritmo de Divisién como
f=q¢- X(X-1)(X—=2)+7 con 7=0 o deg(r) <3, osea r=aX>+bX +ccQ[X].

Por lo tanto, dado que el polinomio X (X —1)(X —2) seanulaen 0, 1 y 2, si evaluamos en
x=0,2z=1y xz=2 obtenemos f(0) =7(0), f(1)=r(1) y f(2) =r(2).Osea r(0) =1,
r(1) = r(2) = 3. Por el inciso anterior, r = aX? —3aX + 1, con r(1) =a—3a+1=3,
es decir —2a =2, 0 sea a = —1. Se concluye r = —X? +3X + 1.

Definicién 5.5.1. (Raiz de un polinomio.)
Sean f € K[X] un polinomioy z € K. Si f(z) =0, se dice que x es una raizde f (en K).
Proposicién 5.5.2. (Teorema del Resto.)

Dados f € K[X]| y x € K, se tiene que r,__(f) = f(x).

Demostracion. Si dividimos al polinomio f por el polinomio X — z € K[X], obtenemos
f=q- (X—2)4r con r=0o0gr(r)<gr(X—z)=1, osear=ce K
es un polinomio constante. Evaluando la expresiéon en = € K se obtiene
f@)=q(z)(z —z)+c=c

dado que evaluar el polinomio constante ¢ en x da siempre c. ]
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Corolario 5.5.3. (Equivalencias de raiz.)
zr€K esraizde [ < f(x)=0<= X —z|f < f= (X —x)q para algin q € K[X].

Es decir, si f #0, X —x es un factor irreducible (mdnico) en la descomposicion en irreducibles
de f e K[X].

Observacién 5.5.4. Sean f,g € K[X]| con g # 0 tal que g | f en K[X]. Sea z € K. Si x
es raiz de g, entonces x es raiz de f también. (Pues ¢ | f implica existe ¢ € K[X] tal que

f=4qg yporlo tanto f(z)=q(z)g(z)=q(z)-0=0.)
FEjemplos:

= f constante: f =c con c€ K.
Entonces, o bien ¢ =0 y todo x € K es raiz de f, 6 bien ¢ #0 y f no tiene ninguna

raiz en K.

» fdegradol: f=aX +0b con a,b € K, a # 0. Como f tiene grado 1, es irreducible
en K[X]. Se tiene que z = —2 esrafzde fy f=a(X - (-2)) =a(X —2) es la
factorizacién del polinomio irreducible f en K[X].

» f degrado?2: f=aX?4+bX +c con a,b,ce K, a#0.

Como f tiene grado 2, es reducible si y solo si tiene un factor en K[X] de grado 1, que
podemos asumir ménico de la forma X —z con z € K . Asi que en este caso f es reducible
en K[X] siysolosi f tiene unaraiz x € K .

Asumimos en lo que sigue que 1 +1 # 0 en K, es decir 2 # 0 € K (por ejemplo si
K # 7/pZ con p primo, entonces p # 2) para que tenga sentido dividir por 2 en la
cuenta que hacemos a continuacion.

Luego

b c b\2 ¥ ¢ b\2 b2 — 4dac
_ 2 e ) = e _ | = . _
roxe b ) a((x+2a) ) a((“?a) )

Se define el discriminante de f como A = A(f) :=b> —4ac € K.

Si existe w € K tal que w? = A, se tiene que :

f=a (<X+2ba>2 -~ (;>2> —q <X_ —522w> (X_ _bQ;w>

_ —bt
y por lo tanto, dado que K es un cuerpo, f(z) =0 & x— =5

Es decir, se obtienen las 2 raices (a lo mejor la misma repetida si w = 0):

_ _ =b—w
=0ozx o =0.

-btw
Ty = .
+ 2a
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Lo que probamos hasta ahora es que si A € K es un cuadrado en K , entonces el polinomio
cuadratico f = aX?+bX +c tiene (al menos) una raiz en K . Podemos probar la reciproca
también: que si f tiene una raiz en K , entonces A es un cuadrado en K :

En efecto, si f = aX? + bX + ¢ tiene una raiz ;1 € K, X — 21 | K y el cociente, que
tiene grado 1, se puede escribir en la forma a(X — z2). Por lo tanto

f=a(X —x1)(X —x2) = aX?— a(x1 + x2) X + azxqxo.

Igualando coeficiente a coeficiente, resulta que b = —a(z1+x2) y ¢ = axj24. Por lo tanto,

A =V — dac = a*(z1 + 12)* — da’x2172 = a® (2] + 23 — 23122) = (a1 — 22))? = W?

donde w = a(z1 — x2) € K: A resulta ser un cuadrado en K'!

Hemos probado el siguiente resultado:

Proposicién 5.5.5. (Polinomios cuadraticos en K[X].)

Sea K wun cuerpo y sea f = aX?+bX +c € K[X], con a # 0, un polinomio cuadrdtico.
Entonces f es reducible en K[X]| siy solo si f tiene una raiz en K .

Si 2#0 en K, f es reducible en K[X]| (o equivalentemente tiene raiz en K) si y solo si
A = 1% — dac es un cuadrado en K. En ese caso, sea w € K tal que w?> = A. Entonces las

raices de f en K son
—btw

2a
(donde si A=0, x4y =a_ ),y f=a(X —24)(X —z_) es la factorizacion de f en K[X].

r+ =

Ejemplos: Sea f =aX?+bX + ¢ € K[X] un polinomio cuadrético.

» Cuando K = C, vimos en la Proposicién 5.1.5 que siempre existe w € C tal que w? =
A € C (pues todo nimero complejo tiene raiz cuadrada), luego todo polinomio de grado 2
es reducible en C[X], o equivalentemente tiene dos raices en C (que pueden ser distintas
o la misma repetida dos veces cuando A =0).
Por ejemplo si f = X2 —iX + (—1+14), entonces A =3 —4i = w? con w=2—1. Se
. i+ (2—1) i—(2—1) . L
obtiene v = ———~ =1y x_ = ————~ = —1+41. La factorizacién de f en C[X]
es f= (X -2 )(X—a) = (X = (X — (-1 +1)).

» Cuando K = R, existe w € R tal que w? = /A siy sélosi A > 0. Por lo tanto, f es
reducible en R[X] siy solosi A > 0. Existen luego polinomios de grado 2 irreducibles en
R[X] (o equivalentemente en este caso sin raices reales), como por ejemplo los polinomios
de la forma X%+ ¢ con ¢ > 0.

» Cuando K =Q, f esreducible en Q[X] (o tiene raiz en Q) siy solosi A es un cuadrado
en Q. Existen luego polinomios de grado 2 irreducibles en Q[X] (o equivalentemente en
este caso sin raices racionales), como por ejemplo los polinomios de la forma X2 + ¢ con
¢ >0, o también X2 —2.
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» Cuando K = Z/pZ con p primo # 2, f puede ser reducible o no segin si A es un
cuadrado o no en Z/pZ. Por ejemplo el polinomio f = X2 42X + 5 es irreducible en
Z)TZ pues A = 3% 4.5=4-20=_16 =5 no es un cuadrado en Z/7Z , mientras que
el polinomio X2+ X + T es reducible pues A =1>—4.-T=—3 =4 =2° es un cuadrado
en Z/7Z (aqui w = 2): se tiene

_—1+2

Ty = 5 =

y por lo tanto f = (X —z4)(X —z_) = (X —4)(X —2) es la factorizacién de f en Z/77Z.

:1 = = =
y T 9

N |

= Cuando K = Z/27, hay pocos polinomios de grado 2, que son f; = X2, fo = X2 +1,
f3=X?+X vy fi=X?+ X +1. Se puede ver que los tres primeros son reducibles (por
ejemplo fo = (X —1)?) mientras que el ltimo no lo es, pues ni 0 ni 1 son raices de f;.
(Sin embargo A =1—4-1=1 es un cuadrado en Z/27Z.)

Proposicién 5.5.6. (Raiz comin y Mcd.)

Sean f,g € K[X] no ambos nulos y sea x € K . Entonces
f@) =0y g(x) =0 < (f:9)(x)=0.
Demostracion. » (=) Se sabe que existen s,t € K[X] tales que (f:g9)=sf+tg. Porlo
tanto (f : g)(z) = 5(2) f(z) + tx)g(x) = 0 si f(z) = g(x) = 0.

e (<) Como (f:9) | fy (f:9) | g en KIX],si (f: 9)(x) = 0, entonces f(z) =0 y
g(x) =0.
U

5.5.1. Multiplicidad de las raices.

Vimos en los ejemplos anteriores que a veces una raiz puede aparecer “repetida”. Por ejemplo
si consideramos el polinomio

f=10(X - 1D*(X +1)(X —2)3

tenemos que la raiz 1 “aparece” dos veces, la raiz —1 una sola, y la raiz 2 tres veces. Esto
sugiere la nocién de multiplicidad de una raiz de un polinomio.

Definicién 5.5.7. (Multiplicidad de una raiz).
Sea f € K[X]| no nulo.

» Sea m € Ny. Se dice que x € K es una raiz de multiplicidad m de f si (X —x)™ | fy
(X — )™ § £ o lo que equivalente, existe ¢ € K[X] tal que

f=X—-2)"q con g(z)#0.

Notamos aqui mult(x; f) =m.
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» Se dice que = € K es una raiz simple de f cuando mult(z; f) = 1, es decir X —x | f
pero (X —x)?{ f, o lo que es equivalente f = (X —x)q con q(z) #0.

= Se dice que z € K es una raiz miiltiple de f cuando mult(x; f) > 1, es decir (X —z)? | f.

» Se dice que x € K es una raiz doble de f cuando mult(x; f) =2 y que es una raiz triple
de f cuando mult(x; f) = 3.

Estéd claro de la definicién que dado un polinomio f € K[X]| no nuloy = € K una raiz de f,
su multiplicidad m siempre esta acotada por el grado del polinomio: mult(x; f) < gr(f).

Ejemplos:

» En el ejemplo f = 10(X — 1)%(X + 1)(X —2)3, 1 es rafz doble de f, —1 es simple y 3
es triple.

» mult(x; f) =0 siysolosi x noesraizde f.

Se recuerda que si f = a, X" +a, 1 X" 1+ + a1 X + ap € K[X] entonces
ff=na, X"+ (n—1) 1 X" 24 ta € K[X]

es la derivada de f, que satisface:

= ([ =1 +dy (f9) =Fg+fd, VfygeKX].

= (gof) =4 (f)f, V[ g€ K[X].En particular ((X — x)k)/ = k(X — )L,

= = (f") yen general f(™ = (f)mD v¥meN,
Observemos que si = es raiz miltiple de f, es decir f = (X — z)%¢ para algin ¢ € K[X],
entonces f' = 2(X —2)g+ (X —2)%¢ = (X —2)(2¢+ (X —z)¢). Por lo tanto f'(z) = 0

también. O sea no sélo vale que f(x) = 0 pero también f'(x) = 0. Esto es la base de la siguiente
proposicién que relaciona la multiplicidad con las derivadas de f.

Proposicién 5.5.8. (Raiz maultiple y derivada.)
Sea f e K[X]| ysea x € K. Entonces

» x es raiz miltiple de f siy solo si f(x)=0 vy f'(z)=0.
» 1 es raiz simple de [ siy solo si f(x) =0y f'(x) #0.

Demostracion. Alcanza con probar el primer inciso, ya que el segundo es decir que x es raiz de
f pero no multiple.

Sabemos que x € K esraiz de f siysolosi f= (X —x)q para algin ¢ € K[X]. Derivando,
f'=q+ (X —x)¢ satisface f'(x) = q(z). En particular f'(z) =0 < ¢(x)=0.
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Por lo tanto,
fl@)=0y f2)=0 = (X-2)’|f.

La reciproca fue observada antes de enunciar la proposicién: si (X — x)? | f, entonces f(z)

f'(@) =0

O

FEjemplos:

= Probar que el polinomio 2X' +7X7 4 2X?3 4+ 1 no tiene raices miltiples reales.

Supongamos que si: Sea x € R tal que f(z) = f'(x) = 0. En particular, dado que
f=30X" +49X6 + 6X2, se tendria 0 = f'(x) = 302 + 492% + 622. Lo que implica
que z = 0 dado que todos los exponentes en f’ son pares (luego Vo € R, f'(x) >0y
f'(x)=0 & x=0.) Pero claramente f(0)=1#0.

» Hallar para qué valores de a € C el polinomio f = X® — 2X* + a tiene raices multiples
en C.

Sea z € C una raiz miltiple. Equivalentemente, f(z) = f’(z) = 0. Es decir, dado que

f=8X"-8X3 82" -8z =823(2* —1)=0.0sea x=0 0 2*=1. Pero x =0 no es

rafz multiple de f pues no es raiz de f. Luego z* = 1. Por lo tanto
f@)=2-22"+a=("?-22"+a=1-2-1+a=-14a

implica que f(z) =0 < a = 1. Por lo tanto f = X% —2X% 4+ 1 = (X* - 1)? tiene

claramente la raiz 1 que es multiple.

Se puede ser més explicito cuando se trabaja sobre K = Q,R o C (pero atencién, el argumento
no es valido para los cuerpos finitos Z/pZ).

Proposicién 5.5.9. (Multiplicidad en f y multiplicidad en f’.)
Sea K =Q,R o C, sea v € K y sea m € N. Entonces

mult(z; f) =m <<= f(z)=0 y mult(z; ) =m— 1.

Demostracion.
(=)
mult(z; f) =m <= 3Jqge K[X] tal que f=(X —x)"qconq(x)#0
— ff=mX —2)" g+ (X —2)" = (X =)™ (mg+ (X —2)q)
— f =(X—-2)""'h donde h=mq+ (X —z)q¢ € K[X]
es tal que h(x) =mgq(z) #0 pues ¢(z) #0.
Por lo tanto, f(z) =0 y mult(z; f)=m—1.
(Este argumento no es vélido en un cuerpo finito Z/pZ si p | m pues en ese caso h(x) =0.)

(<) Queremos probar que si f(z) =0 y mult(z; f') = m — 1, entonces mult(z; f) = m. Como
f(x) =0, = es raiz de f con cierta multiplicidad & > 1 (y queremos probar que en realidad
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k =m). Por lo tanto por la implicacién que acabamos de probar, mult(x; f’) = k — 1. Pero por
hipétesis, mult(x; f') = m — 1, de lo cual se deduce k —1=m —1 y por lo tanto k = m como
se queria probar. O

Proposicién 5.5.10. (Raiz de multiplicidad m y derivadas hasta orden m.)

Sea K=Q,R o0 C, sea x € K y sea m € N. Entonces

f(x) = 0
f'(x) = 0
mult(z; f) =m < :
(m=1) () 0
fim(z) =0

Demostracion. Por inducciéon en m € N:

9(x) = 0

9'(2) =0
p(m): Dadoge K[X], x € K es t.q. mult(z;g) =m <— :

g D(z) = 0

g™(@) =0

» Caso base, m = 1: p(1) es V? S{ pues mult(z;9) =1 < g(z) =0y ¢ (z) # 0 por la
Proposicién 5.5.8.

» Paso inductivo, p(k) V — p(k+1) V:
Por la Proposicién 5.5.9, mult(z, f) =k+1 & f(z) =0y mult(z, f) = k.
Por HI, para g = f’ se tiene que

@) =0,(fY(@) =0,....(fY*Da@)=0y (f)¥(z) #0,

es decir

Asi concluimos
mult(z, f)=k+1 < f(z)=0,f(z)=0,...,fP@) =0y f& () £0.

Hemos probado el paso inductivo.

Por lo tanto p(m) es Verdadera para todo m € N. O
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5.5.2. Cantidad de raices en K.

Asi como vimos en los ejemplos que —dado K un cuerpo— un polinomio f € K[X] no nulo de
grado 0 no tiene raices en K, de grado 1 siempre tiene una raiz en K y de grado 2 tiene a lo
sumo dos raices en K , vamos a ver que un polinomio f € K[X] no nulo no puede tener mas
raices, aun contadas con su multiplicidad, que su grado en K .

Proposicién 5.5.11. (Raices de f y factores.)
Sea f € K[X] no nulo.
» Sean x1,x9 € K raices distintas de f tales que mult(x1; f) = my y mult(zo; f) = ma.

Entonces (X —x1)™ (X —x2)™ | f.

» Sean x1,...,x, € K raices distintas de f tales que mult(xzy1; f) =mq, ..., mult(x,; f) =
m, . Entonces

(X —z)™ - (X =)™ [ f.

Demostracion. » Esto es porque (X —x1)™ y (X — x2)™2 son polinomios coprimos al ser
potencias de polinomios irreducibles distintos. Luego,

(X —z)™ | fy (X—z2)™ | f = (X—21)™ (X —z2)"™ | [.

» Por induccion en la cantidad de raices distintas.

O]

En esas condiciones se tiene que si f # 0, gr((X —z1)™ -+ (X — z,)™) < gr(f), es decir
mi +---+my < gr(f). Se obtuvo:

Proposicién 5.5.12. (Cantidad de raices en K .)

Sea K un cuerpo y sea f € K[X] un polinomio no nulo de grado n. Entonces f tiene a lo
sumo n raices en K contadas con multiplicidad.

5.6. Polinomios en C[X].

A continuacién vamos a dedicarnos a los polinomios f € C[X]. Ya hemos visto que todo poli-
nomio cuadrético f = a X2+ bX + ¢ € C[X] tiene exactamente 2 raices en C contadas con
multiplicidad, dadas por las férmulas

—-bt+w
2a

Zy = donde w e C es tal que w? = b? — 4ac.

Ahora vamos a estudiar los polinomios de la forma X" —z € C[X] (donde z € C) y probar que
si z # 0 estos polinomios tienen exactamente n raices distintas simples. (Obviamente si z = 0
el polinomio X™ tiene tinicamente la raiz 0 que tiene multiplicidad n.) Para ello tenemos que
repasar la forma trigonométrica de un nimero complejo no nulo y las férmulas de de Moivre
que permiten multiplicar facilmente nimeros complejos.
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5.6.1. Forma trigonométrica (o polar) de un niimero complejo no nulo.

Sea z € C* . Entonces z no solo estd determinado por su par-

: z te real Re(z) € R y su parte imaginaria Sm(z) € R, pero

/ / también se lo puede determinar de otra forma por su médulo

’ie r = |z| € Rsp, que determina en qué circunferencia se en-

kjp‘n‘ cuentra z, y por un angulo # con respecto a (por ejemplo) el
semieje real positivo, como lo muestra el dibujo.

Dado z € C*, z/|z| pertenece a la circunferencia unidad, pues
‘z/|zH = |z|/|]z] = 1, y por lo tanto sus coordenadas son de la
forma (cos@,sen®):

Luego,

C\4
Re(z) v sen — Sm(z

~—

z=r(cosf +isenf), donde r = |z| y 6 es tal que cosf =

k1 2]

Vamos a adoptar para la expresién cos + i senf la notacién exponencial e, que se
denomina la Formula de Euler ya que él fue el primero en demostrar su validez:

¥ = cosf +isenf, VOeR.

Por lo tanto

(@Y%
%’ez(’z) y senf = Smiz)

El dngulo 6 € R estd por convencion dado en radianes. Claramente, el angulo no esta determi-
nado en forma tnica, ya que sabemos que cosf = cos(0+2kn) y senf = sen(6+2kw), Vk € Z.
Asi,

07
;

z=re donde r=|z] € Rsg y 0 € R es tal que cosf =

2]

O — (BT 7,
y mas aun, para 7, € Ryg vy 0,9 € R, se tiene

s=r

wi _ 0i
se re’ < { ¢ =0+ 2km para algtin k € Z.

Si elegimos 6 con 0 < # < 27, entonces este angulo estd determinado en forma tnica y se
denomina el argumento de z que se denota arg(z).

La forma trigonométrica o polar de z € C* es

z=r(cos@+isend) = re’ con reRsg y 0<60<2m.
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¢ s - ]
Repasemos los dngulos tipicos con sus coseno y seno: )y

cosf

senf [0 1/2 [vV2/2]V3/2] 1 [ 0

- A
0 0| n/6 | w/4 | /3 |7w/2| 7 __/ A6
1[V3/21v2/2] 1/2 [ 0 | -1 . K —

Ejemplo: Sea z = 1—+/3i. Entonces z = re? donde r = |2| = /1 +3 =
2y 0 € R es un dngulo tal que cosf = 1/2, senf = —/3/2. Por lo / /2
tanto 0 = —7/3 0 0 = w/3+2km, k € Z. Se tiene arg(z) = —w /3427 = s \| /!
Sr/3,y z= 2¢757 es la forma trigonométrica de z. . \ 272 65 T[>
V-
— A\

Observacién 5.6.1. Sea z = r (cosf +i sen ) = r e’

Entonces

= Z=1(cos(— i sen(—0)) =re %
(cos(—0) + i sen(—0)) : Y

» 27 =771 (cos(—0) +i sen(—0)) = r~te 0. 21

conreRsgy 0eR.

N

. o _ z .
Demostracion. El segundo inciso es porque 2! = = y |27} =
|22

|z|~1. Por lo tanto 2~ ! estd en
la misma semirrecta que Z (ya que es un miltiplo de Z que se obtiene al multiplicar Z por
el niimero real positivo 1/|z|?). Por lo tanto Z y z~! vienen definidos por el mismo dngulo

—0. O

A continuacién vamos a recordar la Férmula de de Moivre, que debe su nombre al mateméatico
francés Abraham de Moivre, 1667-1754.

Teorema 5.6.2. (Férmula de de Moivre.)

0i

Sean z =1 (cosf +isenf) =re’ y w=s(cosp +iseny) =se? con r,5s €Rsg y 0,0 € R.

Entonces ‘
z-w=rs(cos(d +¢) +isen(d + p)) =rs el0+e)i,

FEs decir ¢ 64
reft . seft = rsellte), e

e
: 9
En particular, £ %
e \ | )
arg(z + w) = arg(z) + arg(w) — 2km e K /

con k=0 o 1 elegido de modo tal que 0 < arg(z) +arg(w) — 2k < 27.
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Demostracion. Es una consecuencia muy simple de cémo es el producto de niimeros complejos,
y las formulas del coseno y seno de la suma de angulos:

z-w=r(cosh+1isenf)-s(cosp+1isenp)

=75 ((cosf cos ¢ — sen B sen ) + i (cos f sen ¢ + sen b cos @))
=75 ((cos(f + ¢) + i (sen(d + ¢)).

Ejemplo: Sean z = \@e%i y w= 3¢% . Entonces

Zew = \/ie%ri . 365?” = 3\/56(%—’—%7)2‘ y §<’ /4
N i . - , i
=3v2e3 ¢ = 3v2(F 21 = 325 0 / \\ o

2W= \ 3 5T
. 13 4 ® w=3e
Nz e W/’!z:/

[3 «

Por induccién en m € N se puede deducir la férmula para cualquier potencia n-ésima, n € Z.

Corolario 5.6.3. (Expresién de una potencia.)
Sean z =1 (cos® + i senf) = re¥

Entonces

y w=s(cosp+iseny)=se? con r,s€Rsg y 0,p€R.

€l
w3

(008(9 — @)+ i sen(f — (p)) — ge(a—g;)i _
s 2" =1"(ncosf) +i sen(nf)) = r" "% | para todo n € Z.

En particular,

arg(z") = n arg(z) — 2k con k € Z elegido de modo tal que 0 < n arg(z) — 2km < 2.

Ejemplos:
144 10
= Calcular (i) :
—2 —2/3i
Se tiene que —1 4+ i = v/2¢e% con 6 € R tal que cosd = —1/2,senf = 1/2, o sea

—1+i= \/ie%i. Del mismo modo, —2 — 2V/3i = 464?” . Por lo tanto

( 1434 )10:<ﬂ)10610(31_43ﬂ)i _ 25 _1on,

—2_-93i 4

12

915 (TRT432m)i _ 9-15 ,Fi _ @ 1

= Calcular todos los n € N tales que (1+14)?" = (v/3 —4)":
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Se tiene 1+1i=+/2ei’ y por lo tanto

2n  2nmw nw ;

(1 + ,L-)2n — \/E e 1t —9n 672,
y \/3—1':26_7”, y por lo tanto

(V3—i)"=2"e6 °.

Esto implica

1+ =(V3—i)" —= %:_Tm—i-%m para algin k € Z
— 271777 = 2km para algin k € 7Z
<= 2nm = 6knm paraalgin k€ Z
<~ 3|n.

= Determinar todos los z € C tales que arg(z?) = g :
Sea z =re? con 0 <6 < 2r. Entonces arg(z?) = 20 — 2km con k € Z de modo tal que
0 <20 —2km < 27. Se tiene

29—2k7r:% — 20:g+2k77 — 0:£+k7r.

Para k = 0 se obtiene 6y = % y para k =1 se obtiene 0 = 57 /4. oarg¥)=T ;\ org (0=,

Luego los angulos se van repitiendo: /Q r\ﬁ/@\\ Tl
\ 1l
« k=2j = 0= +2jm ie 0 =00 +2r AV
org (¥)= 2T

5
o« k=2+1 = Gk:%~|—2j7r, ie. Op =6y + 2.

» Determinar todos los z € C tales que 0 < arg(z?) <

™
5
Sea z =re’ con 0 <6 < 27. Entonces arg(z*) = 40 — 2kn con k € Z de modo tal que
0 <40 — 2km < 27. Se tiene

T km kr m
<46 -2 < — — << — —.
0<46 k:7r_2<:>2_9_2+8
. T co(q_) A_T/Zf‘_l/g
e Para k =0 se obtiene el sector 0 <0 < —. N
8 0% ocy21)¢ /2
e Para k =1 se obtiene el sector g <6< g + % 0% acae) /g

T <argt
e Para k = 2 se obtiene el sector 7 <0 <7+ z.
8 arg(e) < 3%‘—4 /g
. 3T 3r o«
e Para k = 3 se obtiene el sector > <#< 5 + 3
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5.6.2. El polinomio X" —z con z € C.

Sea z € C* . Hallar las raices w € C del polinomio X" — z € C[X] es equivalente a determinar
los w € C que satisfacen w"™ = z.

Hagamos primero un ejemplo.
Ejemplo: El polinomio X® — (1 +14).

Queremos determinar los w € C tales que w® = 1 4 i. Como comparar potencias es més facil

con la forma trigonométrica, planteemos w = re” con r € Ryg v # € R, y comparemos
) ) o

WO =7r0e89 con 14+i=+/2e1:

rf =2
60 = % + 2km para algin k € Z.

7600 _ /3 5 {

O sea,

2k
r:\/§1/6:21/12 y GZ%JrTﬂ para algin k € Z,

Es decir o
w =212 (i) para algtn k€ Z.

Observemos que si £ =65 +k con 0 < k < 6, entonces

2n 2(6j +k)r  2km .
_— = = 2
6 6 g T

y por lo tanto

T 207 T 2km
= 20 2 D 2 0 = 0, + 247
0, 24+ 5 24—1- 5 + 2jm =: 0 + 25w

Se deduce que
wp = 21/12 69” _ 21/12 eekz = Wy

Para £ =0,1,...,5, se obtienen los 6 angulos, y luego las 6 soluciones

7r+2-07r K
24 6 24
T 217 9

wo = 91/12 eﬁi

|
!

AL L
92:214_’_2.62772127% N w2:21/126%i
93:%4'2.61”:225% . W3:21/126257Wi
04:271;4—’_2.6171—:323% N w4:21/126%i
95=%+2'61W=% = wy=2V/12e%0

que son todas distintas pues 0 < 0 < 27 son todos argumentos distintos.
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o) oy
Por lo tanto el polinomio X%— (1+41i) tiene seis raices distintas en C by
(que son por lo tanto simples por la Proposicién 5.5.12): wy,...,ws, / P
4 i

y por la Proposicién 5.5.11, se factoriza en C[X] en la forma <
w3 N e
X0 —(1+4i) = (X —wp) - (X — ws). == s
ALy
Teorema 5.6.4. (El polinomio X" —z.)
Sea n €N ysea z=s5e? €C*, con sERsg y 0< o <21,
Entonces el polinomio X™ — z tiene n raices simples wy,...,wp—1 € C, donde
~ 2k
wi, = s % donde 6 = g+ 2hm para 0 <k <n-—1,
n

y se factoriza en C[X] en la forma
X" —z=(X —wp) (X —wp_1).
Demostracion. La prueba es igual que en el ejemplo. Hallar las raices de X" — z es lo mismo

que determinar los w € C tales que w® % conreRsgy #ER,y
comparemos w™ = r"e™ con z = se?:

= 7. Planteemos w = re

n n@i: pi r=s
re se <~ {n@zgo—i-?kﬂ' paraalgfm kel.
T:SI/n
— 2k
gzu para algin k € Z.
n

Es decir

1/n 67‘”2’”@'

w=3s n para algin k € Z.

Observemos que si £ = jn+ k con 0 < k < n, entonces

0, :

2/ 2(j k 2k
_pt+2r _p+2(ntk)m o+ T\ im0+ 2,
n

n n

y por lo tanto

Wy = Sl/n 60@1’ _ Sl/n eﬁki = W
© + 2km

Pero mas aun, para 0 < k < n, 0, = son todos distintos y satisfacen 0 < 0 < 27

n
pues 0 < <27y 0 <k <n—1 implica
S<p—|—2l~1:7r< 2r+2(n—1)r _ 2nmw

= = 2.
n n n

0

Por lo tanto son todos argumentos distintos, es decir wy # wy para 0 < k # k' < n. Se obtienen
por lo tanto las n raices distintas

~ 2k
wi, = s/ e donde 6y = g+ 2hm para 0 < k <n—1,
n
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que por lo tanto son todas simples por la Proposicién 5.5.12, y por la Proposicién 5.5.11, el
polinomio X" — z se factoriza en C[X] en la forma X" —z = (X —wp)--- (X —wp). O

5.6.3. Las raices de la unidad.

Cuando z = 1, el polinomio de la seccién anterior es el polinomio X™—1. Sus raices wg, . ..,wn—1
satisfacen todas wy = 1 para 0 < k < n — 1: se denominan las raices n-ésimas de la unidad.
Se tiene .

wp=¢e 'y 0<k<n-1.
En particular, todas las raices estdn sobre la circunferencia unidad, wg = 1 y las demads se
obtienen dividiendo el angulo 27 por n, o sea forman un n-agono regular en la circunferencia
unidad, empezando por el 1, como lo muestran las figuras para los valores de n =3, n = 4,
n=>5y n==6. Al final de este capitulo vamos a estudiar més en detalle el comportamiento del
conjunto de raices n-ésimas de la unidad para un n € N fijo.

P <9

m= 4 M= S m=©

4’1,:3

5.6.4. El Teorema Fundamental del Algebra.

Vimos hasta ahora que todos los polinomios de grado 2 en C[X] tienen raices 2 en C (contadas
con multiplicidad), y también que todos los polinomios de la forma X" — z en C[X]| tienen
n raices en C. De hecho vale un resultado general al respecto, conocido como el Teorema
Fundamental del Algebra: todo polinomio no constante en C[X] tiene (al menos) una raiz en
C, o, lo que es equivalente aplicando divisiones sucesivas, todo polinomio de grado n > 1 en
C[X] tiene exactamente n raices contadas con multiplicidad! (Se dice que C es algebraicamente
cerrado.)

Teorema 5.6.5. (Teorema Fundamental del Algebra.)
Sea f € C[X]| un polinomio no constante. Entonces existe z € C tal que f(z) =0.

Equivalentemente, todo polinomio no constante en C[X] de grado n tiene exactamente n raices
contadas con multiplicidad en C.

El Teorema Fundamental del Algebra es equivalente a que los Uinicos polinomios irreducibles en
C[X] son los de grado 1, de lo cual se deduce la factorizacién de polinomios en C[X].
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Teorema 5.6.6. (Irreducibles y factorizacién en C[X].)

» Sea f € C[X]. Entonces f es irreducible en C[X]| si y solo si gr(f) = 1, es decir
f=aX+beC[X], a#0.

» Sea f € C[X]—C. Entonces la factorizacion en irreducibles de f en C[X] es de la forma
f=c(X —2z)™ (X —2z,)™

donde zi,...,z. € C son distintos, my,...,m, € N y ce C*.

El Teorema Fundamental del Algebra, que enunciamos en este curso sin demostracién (se ven
varias demostraciones en nuestra licenciatura en Matematica, pero hacen falta mas herramientas
de las que disponemos a este nivel) fue enunciado y demostrado en varias etapas a lo largo del
tiempo, empezando con el matematico francés Albert Girard quién lo enuncié en alguna forma
en 1629. Una primera demostracién, incompleta, fue esbozada por Jean le Rond D’Alembert
en 1746. Aparecieron luego muchas demostraciones entre 1749 y 1795, pero con “agujeros” (ar-
gumentos no claros, que necesitan una demostracién en si mismo) ya que todas asumian que
las raices existen en “algin lado”. Gauss también presenté una demostraciéon con un agujero
en 1799. En 1814, el librero y matematico amateur de origen suizo Jean-Robert Argand pu-
blicé la primer demostraciéon completa, y luego Gauss presentd otra en 1816. Existen hoy en dia
numerosas demostraciones distintas de este teorema, aunque todas ellas usan algin ingrediente
indispensable de la rama de la matemaética que se suele llamar Andlisis, la completitud de los
numeros reales en una u otra forma (como por ejemplo el Teorema de Bolzano, que establece que
toda funcion continua en R que toma un valor positivo y un valor negativo obligatoriamente
toma el valor 0).

Ejemplos: (para informacién només)

= f de grado 2:
f=aX?+bX+c €C[X], a#0.

Las dos raices son

—-bt+w

5 donde w € C es tal que w? = b% — 4ac.
a

2y =
» f de grado 3: (Scipione del Ferro 15157, Tartaglia 1535, Cardano 1545.)
f=aX?+bX?*+cX +d €C[X], a#0.

b
Haciendo el cambio de variables ¥ = X — 35" el problema se traduce en buscar las raices
a

del polinomio :

g=Y34pY +q.
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3
Buscando las soluciones de la forma y = u + v, con u? +v3 = —¢ y v?3 = 37 se
observa que u® y v3 son las raices del polinomio (resolvente):
3
p
7+ qZ — .
1“7 97

Por lo tanto hay 3 posibilidades para u y 3 posibilidades para v, o sea 6 posibilidades
para y = u + v: las 3 raices y del polinomio son 3 de entre esas 6 posibilidades, las 3
que son dadas por las elecciones de u y v que satisfacen uv = —p/3.

Pero puede ocurrir que calcular las raices de un polinomio de esa forma puede dar una
expresion muy engorrosa para algo mucho maés sencillo! Por ejemplo la raiz = 1 del
polinomio X2 + X — 2 aparece expresada en la forma

Jo2 7o 27
1=¢1+ 2 w12/
¢'+3¢5+V/ 3VZ

» f de grado 4: (Ludovico Ferrari, 15407)

f+X 4 pX? +gX 41

Las 4 raices son del tipo a = %(:tu +v +w), donde —u?, —v?, —w? son las tres raices

del polinomio resolvente:

Z3 —2pZ% + (p* —4r)Z + ¢°.

La condicién aqui para determinar las 4 raices complejas entre las 8 posibles expresiones
es (fu)(xv)(tw) = —¢q.

Hasta ahora se obtuvieron las raices complejas de polinomios f € C[X] de grado < 4, por
medio de formulas que se obtienen a partir de los coeficientes del polinomio f mediante las
operaciones +, —, -, / y extraccién de raices cuadradas y ctbicas.

La pregunta natural es entonces : ;Fxistird para cada polinomio f de grado arbitrario una
féormula para las raices que involucre los coeficientes de f y las operaciones +, —, -, / vy
extraccion de raices n-ésimas para algunos n adecuados?

Durante més de 200 anos, muchos matematicos buscaron esas férmulas. Pero a prin- @
cipios del S. XIX el joven matematico noruego Niels Abel, 1802-1829, probé que sor- -4
prendentemente la respuesta es NO:

Teorema 5.6.7. (Abel, 18247)

No eziste ninguna férmula que describa las raices (complejas) de un polinomio general cualquiera
f € C[X] de grado > 5 a partir de sus coeficientes y de las operaciones elementales +, —, -, /
y extracciones de raices m -ésimas.
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El atin més joven matematico francés Evariste Galois, 1811-1832, caracteriz6 en 1832,
segin cuenta la historia la noche antes de morir a duelo, cuales son los polinomios de
grado > 5 para los cuales existe tal férmula (aunque no es facilmente deducible de los
W/ coeficientes del polinomio, sino que tiene que ver con cierto grupo asociado a él).

Esto es parte de la hoy llamada Teoria de Galois, que ademas de su importancia en
matematica, constituye también la base matematica del funcionamiento de sistemas »
de navegacion satelital como el GPS por ejemplo). Sus resultados fueron entendidos -
recién en 1846 por el matematico francés Joseph Liouville, 1809-1882.

Tanto Abel como Galois fueron los iniciadores de la Teoria de Grupos.

5.7. Polinomios en R[X].

Sabemos que un polinomio en R[X] de grado n > 1 tiene a lo sumo n raices contadas con
multiplicidad. También sabemos que si f € R[X] tiene grado > 2 y tiene una raiz = € R,
entonces f es reducible en R[X] pues X —z | f (X —z es un factor no trivial de f en R[X]).
Pero ser reducible en R[X] no implica tener raiz en R: existen polinomios reducibles en R[X]
de cualquier grado (par) que no tienen raices reales, como por ejemplo el polinomio (X2 4 1)",
Vn € N. Sin embargo no existen polinomios irreducibles en R[X] de cualquier grado. Es lo que
estudiaremos a continuacién, gracias al estudio ya realizado de los polinomios en C[X].

Primeramente volvamos a mencionar la consecuencia siguiente del famoso Teorema de
Bolzano, probado en 1817 por el matematico bohemio Bernard Bolzano, 1781-1848.

Proposicién 5.7.1. (Polinomios reales de grado impar.)

Sea f € R[X]| de grado impar. Entonces f tiene al menos una raiz en R.

Demostracion. Sea f=a"X"+---+ a9 € R[X], con n impar.

Si a, > 0, entonces : /

lim f(z)=+o00 y 11;131 f(z) = —o0:

r——+00 -0
Y si a, < 0 se tiene : r\
xgrw{loof(x) Ty xgrfnoo f(x) = too: \>

-

En ambos casos los signos son opuestos, y por lo tanto, por el Teorema de Bolzano (y dado que
f:R — R define una funcién continua), debe existir € R tal que f(z)=0. O]

Pero se puede ser mas explicito y precisar un poco mas cuantas raices reales puede tener f.

Proposicién 5.7.2. (Raices complejas conjugadas de polinomios reales.)

Sea f € R[X], y sea z€ C\ R un nimero complejo no real. Entonces
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L f(z)=0 < [f(z)=0,

2. Para todo m € N, mult(z; f) =m <= mult(z; f) =m.

Demostracion. 1. Sea f =a,X" +---+ ap € R[X]. Entonces

f(2) =0 <= apz"+---+amz+ag=0
= ap"+---+az+ag=0
— a7 +---+aiz+a;=0
<~ a,z2'+---+a1z+ag=0 pues ag,...,a, €R
— f(z)=0

2. Por la Proposicién 5.5.10,

mult(z: f) =m <= f(z)=f(z) = ="V =0y [M()#£0.
Pero f/,...,f(m=1 (™) también son polinomios en R[X]. Por lo tanto, por (1):
fR)==f V@) =0, #£0 = fE@)==f"DE)=0f"()#0

<~ mult(z; f) =m.
O

La proposicién anterior significa que las raices complejas no reales de un polinomio real f
vienen de a pares de complejos conjugados, o sea que un polinomio real f de grado n, que
tiene exactamente n raices complejas contadas con multiplicidad, tiene un niimero par de ellas
que son complejas no reales, y el resto automaticamente tienen que ser (complejas) reales. Por
ejemplo, un polinomio real de grado impar tiene un ntmero impar de raices reales. Mas aun,
existen algoritmos que calculan la cantidad exacta de raices reales que tiene un polinomio en
R[X] (como por ejemplo el Algoritmo de Sturm), pero no los vamos a ver aqui.

La Observacién siguiente nos permitird caracterizar los polinomios irreducibles de R[X] :
Observacién 5.7.3. ((X —2)(X —2z) € R[X].)
Sean z, z nimeros complejos conjugados. Entonces el polinomio
(X —2)(X —2) e RIX]
pues (X — 2)(X —2) = X2 —2Re(2) + |2|? € R[X].
Proposicién 5.7.4. (Polinomios irreducibles en R[X].)

Los polinomios irreducibles en R[X] son exactamente los siguientes:

» Los de grado 1, o sea de la forma aX +b € R[X] con a#0.
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» Los de grado 2 con discriminante negativo, o sea de la forma

aX?+bX +c€R[X] con a#0 y A:=b*—4ac<O0.

Demostracion. Claramente los polinomios de grado 1 y los de grado 2 con discriminante negativo
son irreducibles. Probemos que son los tinicos.

= Si f tiene grado impar > 1, entonces tiene por lo menos una raiz real y por lo tanto es
reducible.

= Si f es de grado 2, sabesmos que es reducible si y solo si tiene discriminante > 0.

» Si f tiene grado par > 4, o bien tiene alguna raiz real, y en tal caso es reducible, o bien
todas sus raices son complejas no reales y vienen de a pares conjugados. Por lo tanto si z
es una de esas raices, el polinomio real (X — z)(X — %) divide a f en R[X],y f resulta
ser reducible.

O
Teorema 5.7.5. (Factorizacién en R[X].)
Sea f € RIX]|—R. Entonces la factorizacion en irreducibles de f en R[X] es de la forma
f=c(X —z)™ ... (X —2.) " (X2 + 01X + )™ .. (X2 +b,X +c,)™
donde ¢ € R*, r,s € No, mjn; € N para 1 < i < r1 < j <s, zq,...,2, € R,

bi,c1,...,bs,cs ER gy Aj = bj2—4Cj <0.
Ejemplo: Factorizar en R[X] y C[X] el polinomio f = X% —2X3+ X? —4X — 2 sabiendo que
V2i esrafz de f:

Como f € R[X], por la Proposicién 5.7.2, se tiene que f(v/2i) =0 < f(—=v/2i)=0. Por lo
tanto (X —/24)(X ++/24) = X2+ 2| f. En efecto, f = (X? +2)(X%2 - 2X —1). Las raices
de X2 —2X —1 son reales: 1++/2 y 1— V2. Por lo tanto,

s = (X —V2) (X +V2i)(X — (14+v2))(X — (1 —+/2)) es la factorizacién de f en C[X]
s f=(X24+2)(X — (14+v2))(X — (1 —+/2)) es la factorizacién de f en R[X].

5.8. Polinomios en Q[X].

Sabemos que un polinomio en Q[X]| de grado n > 1 tiene a lo sumo n raices contadas con
multiplicidad. También sabemos que si f € Q[X] tiene grado > 2 y tiene una raiz =z € Q,
entonces f es reducible en Q[X] pues X —x | f (X —z es un factor no trivial de f en Q[X]).
Pero ser reducible en Q[X] no implica tener raiz en Q: existen polinomios reducibles en Q[X]
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de cualquier grado que no tienen raices racionales, como por ejemplo los polinomios (X2 — 2)"
y (X2 -2)"(X3-2), VneN.

Sin embargo la situacién no es como en R[X] donde no existen polinomios irreducibles de
cualquier grado: en Q[X] se puede probar que existen polinomios irreducibles de cualquier
grado, como por ejemplo el polinomio X™ — 2, Vn € N: no sélo el polinomio X" — 2 no tiene
raices en QQ para todo n > 2, pero mds ain no tiene ningun factor en Q[X] de cualquier grado
d, 1 <d<n—1.También se puede probar que para p primo, el polinomio XP~14+... 4+ X +1
es irreducible en Q[X].

La situacién parece desesperada. Pero al menos en @ existen algoritmos para encontrar (en
forma exacta) todas las raices racionales, y también para decidir si el polinomio es irreducible o
no en Q[X], y en caso de ser reducible, determinar su factorizacién en irreducibles de Q[X].

5.8.1. Calculo de raices en Q.

A pesar de que la situacién en Q[X]| parece mucho méas complicada que en C[X], se puede
encontrar todas las raices racionales de un polinomio f € Q[X]| por medio de un algoritmo.
Este hecho es una consecuencia de que todo nimero entero a € Z \ {0} tiene un ntmero finito
de divisores posibles, que se pueden calcular.

Sea f=apXp+ -+ ap € Q[X]. Entonces existe ¢ € Z\ {0} tal que g = c f € Z[X], es decir
g tiene todos sus coeficientes enteros (por ejemplo, eligiendo ¢ como el minimo comin miltiplo

de los denominadores de los coeficientes de f), y ademads las raices de f claramente coinciden
con las de g.

3 1 5
Por ejemplo, f = 5X5 — gX4 + X2 - 1€ Q[X]y g=12f =18X% —4X* +12X2% — 15 € Z[X]

tienen exactamente las mismas raices.

Por consiguiente para encontrar las raices racionales de un polinomio en Q[X], nos podemos
restringir a estudiar cémo encontrar las raices racionales de un polinomio en Z[X].

Lema 5.8.1. (Lema de Gauss.)

Sea f=ap, X" +---+ag € ZX] con an, ag #0. Si % € Q es una raiz racional de f, con «
y B € Z coprimos, entonces o lag y B|ay, .

Demostracion.
5)0 = ) o) o (5
p B B B
= ana” + an-10""1f —;n -+ a1af" 4 apB” =0
= a4, d"+ ap 10" B+ @B+ apf” = 0.

Por lo tanto, « (anoz”_1 + -+ a1ﬁ”_1) = —apf".

Esto implica a| — ap8™ en Z. Pero al ser a y [ enteros coprimos, « es coprimo con ("
también, y por lo tanto «|ag.
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De la misma manera, (8 (an_la"*1 4+ 4 ao,B”*I) = —aya™ implica que S| — ay,a™ pero al
ser coprimo con «, resulta | ay, . O

Observacién 5.8.2. (Algoritmo para calcular las raices en Q de f € Z[X].)

En las condiciones del teorema anterior, el Lema de Gauss implica que si se construye el conjunto
(finito) N (por numerador) de los divisores positivos y negativos de ag y el conjunto D (por

denominador) de los de a,, las raices del polinomio f se encuentran en el conjunto de todas

las fracciones coprimas %, eligiendo @ en Ny B en D. Chequeando para cada fraccién %

as{ construida si f (%) = 0, se obtienen todas las raices racionales de f.

Simplemente hay que tener un poco de cuidado en que este procedimiento no aclara la multipli-
cidad de cada raiz.
Ejemplo: Hallear las raices racionales del polinomio racional

8 1 14 14 4

= X84+ X7+ -x0 - “xb_ —~“x*_ Zx3
!/ T3t Ty 3 3 3

Limpiando los denominadores de f se obtiene el polinomio entero g con las mismas raices:

g=3X%+8X7T+ X6 — 14X° — 14X* — 4X3 = X3(3X° + 8X* + X3 — 14X?% — 14X — 4)

Claramente, mult(0;g) = 3 (y por lo tanto mult(0; f) = 3 también pues g = 3f), y las
restantes raices racionales de g (o f) son las de

h=3X°4+8X*+ X3 —14X? — 14X — 4.
Aqui, ag =—4 y a, =3.

Los divisores de ag son £1,42, 44 y los divisores de a,, son £1, 43, luego las raices racionales
se buscan en el conjunto :

1 2 4
(1,42, 44, +=, 45 +-}
377373

Chequeando se obtiene que h(—1) =0 y h(—2/3) =0, y éstas son las unicas raices racionales
(distintas) de h.

Para conocer con qué multiplicidad son éstas raices de h, se puede o bien dividir A por (X +
1)(X + %) y volver a evaluar el cociente en —1 y —2/3, o bien también se puede derivar h:

h' = 15X* +32X3 +3X2 — 28X — 14 y se tiene que h'(—1) = 0 mientras que h/(—2/3) # 0.
O sea —1 es rafz de multiplicidad > 2 y —2/3 es raiz simple.

Volviendo a derivar h: h"” = 60X3 + 96X +6X — 28 y h"(—1) #0.

Se concluye que —1 es raiz doble de h.

Finalmente la factorizacién de h en Q[X] es:

h=3(X+1)*X + g)()@ —2)

FCEyN - UBA - Segundo Cuatrimestre 2013



Algebra I Capitulo 5 Péagina 37

va que X2 —2 es irreducible en Q[X].

Y dado que f = %X 3 h, obtenemos la siguiente factorizacién de f en Q[X]:

f=X3(X+1)2%X + %)(XZ —2).

Observacién 5.8.3. El Lema de Gauss provee un algoritmo para calcular todas las raices

racionales de un polinomio racional, pero se ve claramente que éste es extremadamente costoso,

pues hay que evaluar el polinomio de entrada en un gran nimero de fracciones % (la cantidad

de fracciones estd relacionada con la cantidad de divisores de ag y ay ).

5.8.2. Factorizacién en Q[X].

En este caso no se puede decir nada mas preciso que lo que ya dice el Teorema Fundamental de
la Aritmética para polinomios:

Teorema 5.8.4. (Factorizacién en Q[X].)

Sea f € Q[X]— Q. Entonces la factorizacion en irreducibles de f en Q[X] es de la forma

f=cg™...qg"

donde ¢ € Q*, g1,...,gr son polinomios madnicos irreducibles distintos en Q[X] y my,...,m, €
N.

Notemos que cada factor irreducible g; € Q[X]| cuando lo miremos como polinomio en R[X] o
en C[X] va probablemente dejar de ser irreducible para factorizarse como polinomios de grado
1 o2enelcasode R, otodos de grado 1 en el caso de C. En ese sentido la factorizacién de f
en R[X] “refina” la factorizacion de f en Q[X], y la de f en C[X] la refina atin mas.

Por ejemplo el polinomio f = X* —2X3 + X? — 4X — 2 € Q[X] que consideramos arriba se
factoriza en Q[X] en la forma

F=(X2+2)(X? —2X — 1),
ya que ambos factores son irreducibles en Q[X] al no tener raices en Q (por ser de grado 2).

Si bien no se sabe nada a priori sobre los factores irreducibles en Q[X] de un polinomio, en
este caso existen algoritmos de factorizacién (exacta), contrariamente a lo que pasa en C[X] o

R[X].

|

La historia de los algoritmos de factorizacién de polinomios en Q[X] comenzé con el
astronomo aleman Friedrich von Schubert en 1793, que presenté un algoritmo luego
redescubierto por Leopold Kronecker en 1882 y y que se conoce hoy como el Algoritmo
de Kronecker.

Para factorizar un polinomio en Q[X], dado que las constantes no influyen, alcanza con consi-
derar el polinomio en Z[X] obtenido limpiando los denominadores comunes. Y en realidad se
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Zassenhaus Berlekamp A. Lenstra H. Lenstra Lovasz

puede probar més: se puede probar que el problema de la factorizacién en Q[X] se reduce a
encontrar factores con coeficientes enteros.

El algoritmo de Kronecker se basa en ese hecho, y en evaluacién e interpolacién de polinomios. Es
muy sencillo teéricamente, aunque terriblemente costoso de implementar computacionalmente.
Pero tiene la importante caracteristica de indicar que existen algoritmos, y por lo tanto se pueden
buscar algoritmos que funcionen mejor... Hubo posteriormente grandes mejoras en cuanto a la
velocidad de los algoritmos de factorizaciéon en Q[X].

El primero de ellos, debido a Hans Zassenhaus, en 1969, se basa esencialmente en un algoritmo de
Elwyn Berlekamp para factorizar rapidamente polinomios en cuerpos finitos, 1967. El algoritmo
requiere en promedio un nimero de operaciones del orden de gr(f)¢, donde ¢ es una constante
calculada, aunque en el peor de los casos puede necesitar un nimero exponencial en gr(f)
operaciones como en el algoritmo de Kronecker mencionado mas arriba.

El primer algoritmo polinomial para factorizar polinomios en Q[X], conocido como algorit-
mo L3, es debido a los hermanos holandeses Arjen Lenstra y Hendrik Lenstra y al hingaro
Laszl6 Lovasz, en 1982. Establece exactamente lo siguiente :

Teorema 5.8.5. (L3.)

Sea f = apnX™ + -+ ap € Z[X] un polinomio que satisface que sus coeficientes (enteros)
no tienen ningun factor comun no trivial en Z. Sea H wuna cota superior para los modulos
de los coeficientes a; € 7. Entonces, se puede factorizar f en Q[X]| realizando del orden de
n'? +n%(logy H)? operaciones “bit”(es decir los mimeros se representan en base 2, y se cuenta
una operacion cada vez que se suma,resta, multiplica o divide un bit “0”¢ “17).

Este es el primer algoritmo polinomial que existe para factorizar en Q[X] polinomios racionales,
donde polinomial significa que si el polinomio de entrada se mide a través de su grado n y del
tamano de sus coeficientes en representacion binaria logy H , la cantidad total de operaciones
binarias que realiza el algoritmo estd acotado por (n -log, H)¢ para algin ¢ € N calculado, y
no del tipo 2™ como lo era hasta entonces.

El algoritmo utilizado hoy en dia por la mayoria de los sistemas de dlgebra compu-
tacional es un algoritmo mdas moderno, debido principalmente a Mark van Hoeij (que
trabaja en él desde el 2002, y logré varias mejoras tedricas y practicas): tiene la ventaja
de ser polinomial en teoria y también eficiente en la préctica.

La descripcién y la demostracién de los algoritmos de Zassenhaus-Berlekamp, L? y van Hoeij
quedan fuera de nuestro alcance, y utilizan fundamentalmente en el primer caso la reduccién a
factorizar polinomios médulo p para p primo, en el segundo caso la teoria de latices o reticulados
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en Z™,y en el tltimo una combinacién de ambos.

5.9. El grupo G, de raices n-ésimas de la unidad.

Vamos a estudiar ahora més en detalle el conjunto de raices del polinomio ®,, = X" —1 € C[X].

Definicién 5.9.1. (El conjunto G, .)

Sea n € N. El conjunto G, es el conjunto de raices n-ésimas de la unidad, es decir

G, ={weC:uw"=1} C C.

Segun lo que vimos en la Seccién 5.6.3, G, tiene n elementos distintos en C (las n raices del

polinomio ® = X™ — 1) que forman un n-agono regular en la circunferencia unidad del plano
complejo, empezando desde el 1:

2

Gn::{wk:e%i, 0<k<n-1}
Por ejemplo,
r 1
Gi=1{e" = {1}, Go = {% €™} = {1, -1}, Gz ={e 5, 0< k <2} = {1, -5+ \fi}
Gi={e T 0<k<3)={tl,+i}, Gs={e5,0<k<4}

GG:{e%Tﬁi,ng§5}:{il,ili\/§

T
N

. 5 V2
il Gy ={Fi0<k<T) = {il,iz’,i\g + \2[1}.

i AV
} <>*“§/ L/
AN AN AN
N N AN AN

6’% G‘_’; G1 o Gf\ 2

En particular, si n #m, G, # G, pues G,, tiene n elementos y G, tiene m elementos.

Podemos conjeturar de los dibujos un montén de propiedades, que se pueden demostrar incluso
sin conocer la forma particular de los elementos de G, pero solo usando la definicion: que
welG, & w=1.
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Proposicién 5.9.2. ((G, ) es un grupo abeliano.)

Sea n € N.

1. Vw,z € Gy, se tiene que w-z € G, .
2. 1eGy.

3. Yw € Gy, existe w ' € G, .

Estas tres propiedades muestran que (G, es un grupo abeliano dentro del grupo multiplicativo
(C*,-): es un subconjunto de C cerrado para la operacién producto, el producto es claramente
asociativo y conmutativo (pues es el producto de C que lo es), el elemento neutro 1 de C
pertenece a ese subconjunto, y ademas cada elemento de G,, tiene inverso en G, .

Demostracion. 1. w,z € G, siy solo si por definicion w™ =1 y 2" = 1. Por lo tanto
(w-2)"=w"-2"=1-1=1 también. O sea w-z € G,,.
2. 1€G,, pues 1" =1.

3. Dado w € Gy, como w € C y w # 0 (pues 0" # 1), se tiene que w tiene un inverso
w™! € C. Alcanza con probar que ese inverso pertenece a Gy, . Pero (w™1)" = (w")71 =
17! =1 también, y por lo tanto w™! € G, .

d

También se pueden inferir las propiedades siguientes de los elementos de G,,, del estudio de los
ejemplos anteriores.

Proposicién 5.9.3. (Mas propiedades de G, .)
Sea n € N.

~

weG, = |w=1.
VweG, wl=0m.
-1 G, & n espar.

Sea m € Z tal que n | m. Entonces w™ =1.

m/

Svo o e

Sean m,m’ € Z tales que m = m’ (mod n), entonces w™ = w

En particular w™ = w™ (™) |
6. Vwe Gy, wl=w=w"".
Demostracion. 1. Esto ya lo sabemos porque ya conocemos la forma particular de los elemen-

tos de Gy, , pero se puede probar directamente de la definicién: w" =1 = 1= |w"| = |w|",
y por lo tanto |w| =1.
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2. wl=" pero |w| =1.

@l

(=) =1 < n es par.

w

4. Si n | m, entonces m = kn y por lo tanto w™ = Wk = (WM)F =1 =1.

/ ’ ’

5. Sea k € Z tal que m = kn+m’. Entonces w™ = k"t = (wh)k. o™ =15 " =

6. Es una consecuencia del inciso anterior, dado que —1 =n —1 (mod n).

Ejemplo: Para cada w € G5, calcular w!'% 4+ w?" + w™ + w:
Por la Proposicién 5.9.3 (5,6), se tiene

. -1 i 1
WwB LT Lt T =W Wt wtwt = S.lw#
4 siw=1.
ya que
5
4 w’—1 1-1 )
1+w+w2+w3—|—w4:zwi: w—lzw—lzo siw#1
i=0 5 siw = 1.
por la formula de la serie geométrica.
También se pueden comparar distintos G, .
Proposicién 5.9.4. (G, NG = G )-
Sean n,m € N.
1. nlm = G, CGp.
2. Go,NGp = G(nm) .
3. G, CGy < nlm.
Demostracion. 1. n|m = m = kn para algin k € Z. Por lo tanto, si w € G,,, w™ =

W = (WwM)kF =1F =1, 0sea w € Gy, .

2. Como (n:m)|[ny (n:m)|m, Gum) C Gn ¥y Gy C G por el inciso anterior, y
por lo tanto G(,.m) C Gpn NGy
Falta probar la otra inclusién: se sabe que existen s,t € Z tales que (n: m) = sn+ tm,
por lo tanto w(™™ = WM = (™). (W™, Si w € G, NGy, entonces W" =wW™ =1y
por lo tanto, w(™™) =1%.1t =1, es decir w € G (n:m) también.
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3. Ya sabemos que vale (<) por el inciso 1. Probemos (=):

Gn C Gm = GnNGp = Gy Pero por el inciso anterior, se sabe que G, NG = G ) -
Por lo tanto Gy, = G - Esto implica n = (n : m) (pues hemos visto que distintos G,
tienen distina cantidad de elementos) y por lo tanto n | m como se queria probar.

O]

Y también se puede deducir del hecho que G,, es el conjunto de raices del polinomio ® = X™—1
propiedades generales como

Proposicién 5.9.5. (Suma y producto de los elementos de G, .)
Sea n € N. Entonces

1 st n esimpar
w=0 w= , ’
Z y H { —1 s1  n es par
weGy weGy

Demostracion. Esta es una posible demostracién, pero se le puede ocurrir otra, u otras... Por
ejemplo para la suma, el argumento de la serie geométrica usado en el ejemplo arriba y la forma
particular de los elementos de G,,, que explotamos aqui abajo, sirve también.

El polinomio & = X™ — 1 se factoriza en la forma
X" —-1= (X—wg)"-(X—wn_l)

donde G,, = {wo,...,wn-1}-

Observemos que el coeficiente constante de ® es por un lado igual a —1, pero por otro lado,
desarrollando la expresién (X — wp) - (X — w,—1) también es igual a (—1)" [, w;: Por lo
tanto se obtiene [[ cq = [y wi=—(—1)" = (—1)" .

De la misma forma, el coeficiente que acompaiia a X"~ ! en ® es por un lado igual a 0, pero
por otro lado desarrollando la expresién (X — wp)--- (X — wy,) también es igual a — Y 1" | w;:
Por lo tanto se obtiene »_ ., = Sy wi=0. O

Saquemos ahora provecho de la forma particular de los elementos de G, :

G, ::{wk:engﬁi, 0<k<n-1.}
Proposicién 5.9.6. (G, es un grupo ciclico.)

Sea n € N. Existe w € G,, tal que
Gn={w,w? ..., w1} ={uwk 0<k<n-1}.

Demostracion. Se puede tomar por ejemplo w = w; = 627”, ya que sabemos por la férmula de
de Moivre que

w’f:(enz)k:eknlzenz:wk, 0<k<n-1
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Pero w; no es la tnica elecciéon posible en esta demostracién, por ejemplo también podriamos

haber tomado w,_1 = Wi pues Wik = w’f = W = wp_k para 0 < k < n —1, es decir
wk | =w,_k para 0 <k <n— 1. Esto motiva la definicién siguiente. O

Definicién 5.9.7. (Raiz n-ésima primitiva de la unidad.)
Sea n € N. Se dice que w € C es una raiz n-ésima primitiva de la unidad si

Gp={uw*, 0<k<n-—1}.

Ejemplo:

A AN
N\

én G

W, no ¢e We @2 Mg Mmoo &2

"F(xf"“#"‘n‘ Prkw{‘t‘m P\'AW hﬂ* F‘—Am\\'\‘/?s

Proposicién 5.9.8. (Caracterizacién de las raices n-ésimas primitivas de la unidad.)
Sea n € N, y sea w € C. Entonces w es una raiz n-ésima primitiva de la unidad si y solo si

VmeZ, w'"=1 < n|m.

Demostracion. (=) Sea w una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Queremos probar que
whr=1 n|m.

Como w es rafz n-ésima de la unidad, sabemos por la Proposicién 5.9.3(4) que si n | m,
entonces w" =1.

Queremos probar la reciproca, que si w”™ =1 entonces n | m. Pero por la Proposicién Proposi-

cién 5.9.3(5), w™ = w™ (™ . Luego w™ = 1 implica 7,(m) =0 pues G, = {w*, 0 <k <n—1}
tiene n elementos distintos: no puede ser ningtin w® =1 =w" para 1 <k <n-—1.

(<) Queremos probar que si w satisface w™ =1 < n | m, entonces G, = {w*; 0 <k <n—1}.

Pero w™ =1 < n|m implica w® =1y w? #1 para 1 <k <n—1. Por lo tanto w € G,,, lo
que implica que w* € G, 0<k<n—1.Asi {W*; 0<k<n—-1}CG,.

Pero ademés w’ #* w' para todo 0 < j# 1< n-—1,puessipara 0 < i < j < n se
tuviera w’ = w’, entonces w/ " =1 con 0 < j—i <n—1, lo que es una contradiccién con
wk #£1 para 1 <k <n —1.Porlo tanto #{w*; 0 < k <n —1} = n = #G,, implica que
(W 0<k<n—1}=G,. O

Corolario 5.9.9. (Raices primitivas y potencias.)

k

Sean n,k € N y sea w € C una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Entonces w® es una raiz

n -ésima primitiva de la unidad si y solamente si (n:k)=1.
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Demostracion. (<) Alcanza con probar, segin la proposicién anterior, que (wk)m =1 < n|
m , sabiendo que cualquiera sea el exponente j, w/ =1 < n|j. Pero

=W =" —= n|km < n|m,
(n:k)=1

como se queria probar.

(=) Lo demostramos por la contrareciproca: Supongamos que (n: k) =d # 1. Entonces

n
y por lo tanto w”* no es una raiz n-ésima primitiva de la unidad, pues n { 7 y se contradice la
Proposicién 5.9.8. O

Corolario 5.9.10. (Las raices primitivas en G, .)

2k ; , , . . oy
Sea n € N, ysea wp =en"', 0<k<n-—1. Entonces wy es raiz n-ésima primitiva de la

unidad si y solamente si (n:k)=1.
Demostracion. Pues sabemos que wy es rafz n-ésima primitiva de la unidad y wy, = (w1)*. O

En los ejemplos siguientes, las raices primitivas estdn marcadas con un circulo verde:

A AA R

D & & &
e
R

G Ge

& G

Gs

~,
3
6‘& 9 Gio Gt 2

Corolario 5.9.11. (Las raices primitivas en G,.)

2k ; ..
Sea p un primo. Entonces cualquiera sea k, 1 < k < p—1, se tiene que w, = e » ' es rdiz

p -ésima primitiva de la unidad. Es decir Yw € Gy, w # 1, se tiene que w es una raiz p-ésima
primitivae de la unidad.
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Ejemplos:

= Probar que si w es una raiz primitiva de la unidad de orden 5, entonces w+w es raiz del
polinomio X2+ X —1:

Alcanza con evaluar

4
(WD) +w+m+l =0’ + T+ 2w tw+T -1 =0’ +u?+24wtw' 1= ' =0
=0

pues al ser w primitiva, w # 1. Esto permite de hecho calcular la férmula exacta para

27 .
CoS = Se anima?

» Sea w una raiz primitiva de la unidad de orden 15. Calcular w'? +@?" —w?" +wb +2w 3.

4
W 4T — W WS 2w =W 4 W — Wt W8 2w = Z(w?’)i.
i=1

Pero al ser w una rafz primitiva de orden 15 de la unidad, se puede probar que w® es

una rafz primitiva de orden 5 de la unidad, pues (w?®)® = w'® =1, luego w € G5, pero
w3 # 1,y por lo tanto w es primitiva. Se deduce que Zj‘:l(w?’)Z =-1.
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