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Curvas de nivel

Supongamos que tenemos una funcién diferenciable

f:U CR? >R, Sea k€ Rysea C lacurva de nivel f(x, y) = k.
Suponemos C # (). Si p = (xo, o) es un punto de C y

o : (a,b) — U es una curva derivable y existe a < ty < b tal que

Q o(t)e Cparatodoa<t<b
@ o(tg) = p entonces
f(o(t)) = k para todo a < t < by por lo tanto

(f o) (o) =0, pero (f o 0)'(to) = VF(x0, y0).0'(t0)
por lo tanto si V£ (xp, o) # 0 entonces

Vf(xo,¥0) L o' (to)
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Cualquier vector tangente a C en p es un vector velocidad para
alguna curva o.

| A

Proposiciéon

Sea f : U C R?> — R una funcién diferenciable. Sea Sea k € R y
sea C la curva de nivel f(x, y) = k. Suponemos C # (. Si

p = (X0, y0) es un punto de C y Vf(xo, yo) # 0, entonces
Vf(xo,¥0) es ortogonal a la recta tangente a C por p.
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Ejemplo

Tomemos f(x, y) = x2y® — y* y sea C la curva de nivel 0 de f.
Tomemos p = (1,1), como f(1,1) = 0 el punto p € C. Tomemos
la curva o(t) = (t, t?), entonces

flo(t)) = f(t,t2) =2 ()3 - () =8 -8 =0
Por lo tanto o(t) € C para todo t. Tenemos
VF(x,y) = (27,3 = 4y%), VA(1,1) = (2,-1),

o'(1) = (1,2), (2,-1).(1,2) =0
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|dea geométrica

Sea f : U C R? — R. una funcién diferenciable Sea

po = (X0, ¥0) €U y sea qo = (x0, Yo, f (X0, ¥0))-

Si tenemos un vector V = (vi, v2) € R? podemos considerar la
curva

O'(t) = (tv1 + Xo, tv2 + Yo, f(tVl + Xo, tvo + yo))

Esta curva estd contenida en el grafico de f y
a(0) = (xo, Y0, f (X0, ¥0))- Su derivada es

of
o'(0) = <V17 v, W(X(va()))
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Continuacién

La tercer componente del vector ¢/(0) mide la pendiente vertical
de la curva o en el punto gg

Problema

Queremos saber para que direccién de movimiento esa pendiente
es maxima,

Nota

Hay que poner una restriccién al problema. Si A € R es una
constante positiva vale que

of of

(9T\7(X0’y0) = /\%.(Xoy}/O)

por lo cual tomando A\ — oo se puede hacer la derivada direccional
(si g—é(x(),yo) # 0) tan grande como uno quiera.
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Solucién

La restriccién que ponemos es que ||V|| = 1. Después de todo solo
nos interesa la direccién representada por vV Recordemos que

of .
—=(x0, ¥0) = Vf(x0, ).V

ov
Si Vf(xo,y0) # 0 tenemos
VF(x0,0)-V = [[VF(x0, y0)l[[[V]| cos(6) = [[VF(xo, yo)l|cos(6)

donde 6 es el dangulo entre los vectores V£ (xp, yo) y V
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Como —1 < cos(f) < 1 tenemos
of
=[IVf(x0, y0)ll < 75(x0, y0) < [[VF(x0, y0)]

Si tomamos 0
V= ———Vf(x,
NGy * o)

entonces 6 = 0, cos(0) = 1 y obtenemos el valor maximo

of
8*‘7(Xo,)/o) = [|Vf(x0, y0)l|
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Otras dos direcciones interesantes son tomar 6 = 7 en ese caso
estamos tomando

1
V=—————Vf(x,
o) * e 0)

y obtenemos la direccién de mayor decrecimiento. En general

—(x07yo) >0& K(Vf(XO,yo), \7) <

™
ov 2
of . T
6‘7(X0>)/0) =0< L(Vf(xo,y0),V) = 0
of ™
2

6‘7(X0,)/o) <0« 4L(Vf(x,¥0), V) >
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