Capitulo 4

Sistemas lineales y matrices

4.1 Introducciéon

En una reaccién quimica un conjunto de reactivos en la proporciéon ade-
cuada se transforma en otros productos diferentes. Por ejemplo

a KMnOy4 + b KCl 4+ ¢ HoSO4 — d MnSO4 + e K9SO4 + f Cly + g H2O

,Cuanta es la cantidad de cada producto que participa en la reaccién? Sa-
biendo que la cantidad de niimeros de 4tomos se mantiene constante tenemos
que

K: a+b=2e K: a+b—2e=0

Mn: a=d Mn: a—d=0

O: 4a+4c:4d+4e+g: O: da+4c—4d—4e—g=0
Cl: b=2f Cl: b—2f=0

H: 2c = 2g H: 2c—2g=0

S: c=d+e S: c—d—e=0

Es decir que tenemos que resolver un sistema lineal, recordemos que este
tipo de problema admite un planteo del tipo matricial

110 0 -2 0 0\ /a 0
100 -1 0 0 offbd 0
404 -4 -4 0 —1||c]| |0
010 0 o0 -2 oflal " |o
002 0 0 0 -2]]e 0
001 -1 -1 0 0 \f 0

En matematica del CBC hemos estudiado distintas herramientas que
nos permiten hallar las soluciones del sistema encontrado. En este capitulo
repasaremos esas herramientas.
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4.2 Matrices

(Definicién 4.2.1.)

Una matriz A es un tablero rectangular de ntimeros complejos a;;
de la forma

ailr a2 - Qim
a1 G2 - Q2m
A=
anl An2 - Oanm
También se suele denotar de la siguiente manera A = (a;j)nxm. Los n
m—vectores fila
(a11,a127 T 7a1m)a (&21, a22, - - 7a2m)7 ce (anl, ap2, - - 7anm)-

son las filas de la matriz A. Los m n—vectores columnas

ail ai2 A1m
a1 a2 a2m
anl an2 Anm

son las columnas de la matriz A.

Los elementos a;; se llaman elemento (o componente) ij y aparecen en
la i—esima fila y en la j—esima columna.

El orden de una matriz esta dado por el numero de filas y el nimero
de columnas. Una matriz de n—filas y m—columnas, se denomina matriz de
n x m.

Ejemplo 4.2.2. La siguiente es una matriz de 2 X 3

A_ (243 -3 10
“\ -4 T+45i —i)

[Notacién 4.1.]

El conjunto de todas las matrices de n x m se denota por C**™,

Con esta notacién podemos pensar a los n—vectores filas como una ma-
triz de 1 X n y a los n—vectores columnas son matrices de n x 1.
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(Definicién 4.2.3. )

Diremos que dos matrices A y B son iguales, si tienen la misma
cantidad de filas y columnas y si sus elementos correspondientes
coinciden. En el caso que A y B sean iguales notaremos A = B.

Ejemplo 4.2.4. La afirmacion
r+y 2z24+w\  (3-Ti 5+3i
r—y z—w) \1—5 4-3i

x+y=3—"Tti, 2z +w =5+ 3,
z—y=1-—51, z—w=4-— 3.

es equivalente a

[Deﬁnicién 4.2.5.]

Dada una matriz A € C"*™. La matriz conjugada de A es la ma-
triz que se obtiene al reemplazar todos los elementos de A por sus
conjugados. Esta matriz se denota de la siguiente manera A.

. 3—T7i 5+ 30
Ejemplo 4.2.6. Sea A = <1 i 4 31,) . Entonces

5_ (3=Ti 5430\ _ (3+7i 5-3i
“\0T=5 1-3i)  \U1+5i 4+3i

[Deﬁnicién 4.2.7.]

Una matriz se denomina escalonada si cumple con las siguientes
propiedades:

e Todos las filas ceros estan en la parte inferior de la matriz.

e El primer elemento distinto de cero de cada fila esta a la dere-
cha del primer elemento distinto de cero de la fila anterior.

Ejemplo 4.2.8. Las siguientes matrices son escalonadas

V246i 5+3i 8 9 1
0 3+5 4—3i 10 144 .
. . 0 0 =
0 0 T+31 e 1—1 ,(0 >,
0 0 0 V3i 8+09i
0 0 0 0 0
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4.3 Suma de matrices y producto por un nimero

Sean A y B dos matrices de n x m

ailr a2 - Qim bir b2 - bim

as1 a2 -+ G2m bor bao - bam
A= . . ) y B=| .

anl ap2 -+ Aanpm bnl bn2 o bym

La suma de A y B se define de la siguiente manera

a1 +bi1 a2 +bi2 - @i +bim

ag1 +ba1 aga+bay - agm + boy
A+ B:= )

ani + bnl an2 + bn2 cc o Opm Tt bnm

El producto de un niimero complejo k y una matriz A, se define de
la siguiente manera

kai1  kaiz ---  kaim
A kC%Ql kicfzz < kagy
I{?anl k}anQ e kanm

Observemos que A + B y kB son matrices de n x m. Ademads definimos
—-A=-1A y A-B=A+(-B).
Ejemplo 4.3.1. Hallar A+ B, (24 i)A y (2+1i)A — 3B, donde
1 -2 3 3 0 2
A‘<4 5—6> Y B_(—718>'

Soluciéon. Comencemos por calcular A + B
1 -2 3 3 0 2 1+3 =240 342
A+B_<4 5 6>+<7 1 8>_<47 5+1 6+8)’

entonces
4 -2 5
A+B= (_3 6 2> :
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Por otro lado

(24+0)A=(2+1) <i _52 _36)

_<(2+i)'1 (241)-(=2) (2+i)-3>
S \(2+419)-4 (24+14)-5 (241) - (—6)

(240 —4—2 6+3i
T \8+4i 10+5 -12-6i)°

Por ultimo

. ~ (1 =2 3 3 0 2
(2+Z)A—3B—(2+Z)<4 5 —6>_3<—7 1 8)
(2+1 —4-20 643 n -9 0 -6
- \8+4i 10+5; —12—6i 21 -3 -4

(=T —4—2% 3
T \29+4i T+5 -36-6i)°

La matriz de n x m cuyos elementos son todos nulos se conoce como la

matriz nula y se denota por 0y, ,, (o por 0). Obviamente

A+0=04+A=A4A

para todo A € C"*™,

[Propiedad 4.3.2.]

Sean A, B,C € C"*™ y «a, 8 € C. Entonces
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4.4 Producto de matrices

En el Capitulo 2, definimos el producto entre m—vectores fila y un m—
vector columna

by
(al,...,am)- =a1by + -+ aibn,.,
bin

Como ya vimos a los vectores los podemos pensar como matrices, es decir
que la definicién anterior la podemos extender a matrices.

[Deﬁnicién 4.4.1.]

Sean

b1
A:(a1 am)e(Clxm y B=|:|ecm™

am
Definimos el producto entre A y B de la siguiente manera

AB = a1by + - - + ambm,.

Vamos a utilizar esta herramienta para definir el producto entre matrices.

[Deﬁnicién 4.4.2.]

Sean A € C"™*™ y B € C™*4. Definimos el producto entre Ay B
como la matriz de n X ¢ cuya entrada ij se obtiene multiplicando la
i—ésima fila de A por la j—ésima columna de B.

Sean A € C™"™ vy B € C"™*4, Si denotamos con A; a la i—ésima fila de A y
con BJ ala j—ésima columna de A tenemos que

A -BY A -B? ... A, B¢
Ay Bl Ay-B?2 ... Ay- Bt

AB = ) . . e C",
A,-BY A,-B? ... A, B¢

Observemos que

m
(AB)Z‘J' = aﬂblj + aigbgj + -+ aimbmj = Z aikbk]-.
k=1
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[Observacién 4.4.3.]

Si A e C"™™y B e CP*4. Entonces AB esta definido solo en el caso
que m = p.

Ejemplo 4.4.4. Calcular AB y BA (siempre que sea posible) en los si-
guientes casos

(s -t 0.

wa=( ) v= (3 )

1 00 0 0O
(¢c) A=10 0 0)JyB=|1 2 3
0 00 4 5 6

Solucion.

A [ B

BA no esta definida porque el nimero de columnas de B es 3 y el
nimero de filas de A es 2.

wan=(3 (0 5)-( )
pa=(p ) (s =( 8

Observemos que AB # BA y por lo tanto el producto de matrices no
es conmutativo.

100\ /000
(c) AB=[0 0 0|1 2 3|=0.
000/ \45 6

Esto muestra que AB = 0 no implica que A=00 B =0.

0 00 0 00

1 00
BA=1(1 2 3 0 00)J]=1100
4 5 6 000 4 0 0
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r—[Observacién 4.4.5.]

(1) El producto de matrices no es conmutativo, es decir AB y
BA no necesariamente son iguales.

(1) AB =0 no implica que A =0 o que B = 0.

A continuacién enumeramos las propiedades béasicas del producto de ma-
trices.

,—[Propiedad 4.4.6.]

(1) Si Ae C"™™y B e C™*P entonces
AB = AB;
(1) Si A e C™™, B € C™*P y C € CP*9, entonces
(AB)C = A(BC) Ley asociativa;
() Si Ae C™™ B e C™Py C e C™P, entonces
A(B+ C)=AB+ AC Ley distributiva por izquierda;
(1v) SiAeC™™ B e C"™y C € C™*P, entonces

(A+ B)C = AC + BC Ley distributiva por derecha;

(v) SiAeC™™ B e C"™ Py ke C, entonces

k(AB) = (kA)B = A(kB).

4.5 DMatriz transpuesta
La transpuesta de una matriz

aix a2 - Gim

A— a1 G2 - G2m c cmxn

Gn1 Aan2 - dpm
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es la matriz que se obtiene poniendo las filas de A como columnas (respe-
tando el orden)

ail a1 Tt anl
ai2 a2 e an2

Al = , . ) _ e Ccmm,
Alm A2m " OAnm

En otras palabra si A es una matriz de n x m entonces A’ es una matriz de
AV
man(A)ij—Aji-

1 2447 3—-4 L K
Ejemplo 4.5.1. Si A= | _. entonces A = | 247 0
oo 3-4i 4

[Propiedad 4.5.2.]

(1) Si A,B € C"™ y k € C entonces
(A+ B) = A + B,
(A1) = A,
(kA): = kA"

(11) Si A € C"™ y B € C™*P entonces

(AB)! = B'A".

Una matriz que tiene la misma cantidad de filas que de columnas se
denomina matriz cuadrada.

12 3 4

Ejemplo 4.5.3. A= 2.0 _13 -1 es una matriz cuadrada.
3.4 4 V2
m™ 0 e 4

(Definicién 4.5.4. )

Una matriz A se denomina simétrica si A* = A.

1 -1
Ejemplo 4.5.5. La matriz A= | —1

4
0 3] es simétrica.
4 3 2
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r—(Observacién 4.5.6.} .

Si A es simétrica entonces es A es una matriz cuadrada. Por lo tanto
si A no es cuadrada entonces no puede ser simétrica.

\.

~(Definicién 4.5.7. .

Sea A € C™*™. Definimos la transpuesta conjugada de A de de

A la siguiente manera
A=A

\. J

. (1 240 34
Ejemplo 4.5.8. 5i A = (71, 0 4 ) entonces
1 —Ti
A*=1[2—-4¢ O
3+4i 4

Observar que A* # At, ver el Ejemplo 4.5.1.

,—[Propiedad 4.5.9.}

(1) Si A,B e C"™ y k € C entonces
(A+ B)" = A* + B*,
(A7) = 4,
(kA)* = kA*.

(11) Si A € C™™ y B € C™*P entonces

(AB)* = B*A*.

\.

r—[Deﬁnici(’)n 4.5.10.} .\

Una matriz A se denomina hermitiana si A* = A.

1 1+7 2
Ejemplo 4.5.11. La matriz A= [1—1¢ 3  2i | es hermitiana.
2 -21 7
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[Observacién 4.5.12.]

(1) Si A es hermitiana entonces es A es una matriz cuadrada. Por
lo tanto si A no es cuadrada entonces no puede ser hermitiana.

(11) Sea A € R™ ™. Entonces A* = A’ y por lo tanto A es simétrica
si y solo si es hermitiana.

4.6 Sistemas Lineales
Dado un sistemas de n—ecuaciones con m—incégnitas

a111 + -+ - + armTm = b1,

2121 + - - - + aomTm = ba,

(4.1)
121+ -+ ApmTm = by,
donde a;; € Cy b; € C. Diremos que
e (4.1) es un sistema lineal ;
e a;; son los coeficientes de (4.1) ;
o (z1, -+ ,xm) € C™ es una solucién de (4.1) si satisface cada una de

las n—ecuaciones de (4.1);

e La matriz

ailz aiz2 - Aim

a1 a2 - A2m
A=

Gpl an2 - Onm

se denomina la matriz asociada a (4.1). También se suele denominar
la matriz de (4.1).

Con la notacién matricial, el sistema lineal (4.1), se puede rescribir de
la siguiente manera

air a2 - Qim x1 b1
a1 G2 - Am ) bo

anl A4p2 - dnpm Tm bn,
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Ejemplo 4.6.1. Fl sistema

20 +3y—4z =17
rT—2y—>52=3

se puede escribir de la siguiente manera
2 3 -4\ ("\ (7
1 —2 —5) Y]~ 3
z

La matriz

es la matriz asociada del sistema.

Otro definiciéon que sera de suma utilidad en este curso es el de matriz
ampliada del sistema, mas concretamente la matriz

a1 a2 - Qi | b1
a1 a2 -+ Gm | b2
Gpl Gp2 **+ Gpm | by

matriz ampliada del sistema (4.1).

2 3 4|7
1 -2 —-5|3

es la matriz ampliada del sistema del Ejercicio 4.6.1.

Ejemplo 4.6.2. La matriz

Diremos que el sistema (4.1) es
e Homogéneo si by =by =---=b, = 0;
e No homogéneo si existe b; # 0.

Ejemplo 4.6.3. El sistema del Ejercicio 4.6.1 es no homogéneo.

[Observacién 4.6.4.]

Un sistema lineal es homogéneo si y solo si el 0 es solucion.
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El sistema homogéneo

a1z + -+ amTm =0,

a1x1 + -+ - + agmxTm = 0,
(4.2)

an1®1 + -+ pmTm = 0,
se denomina el sistema lineal homogéneo asociado a (4.1).

Ejemplo 4.6.5. El sistema del Ejercicio 4.6.1 tiene el siguiente sistema
homogéneo asociado

2z + 3y — 4z =0,
r—2y—>5z2=0.

[Teorema 4.6.6.]

Sean ¥1,...,0, soluciones del sistema lineal homogéneo Ax = 0.
Entonces todo

UE{k1171+-'-kn17n1kl,...,knEC}

es también una solucién de Az = 0.

Demostracion. Sean ky,...,k, € Cy
U=FkU1 + -+ k.0,
Por lo tanto

AT = Ak 0y + -+ + knn) = k1 ATy + -+ + ki AT

Por otro lado Avh = --- = A, = 0 por hipdtesis, de lo que se deduce
que
Av =0,
es decir que ¥ es una solucién del sistema homogéneo Ax = 0. O

El resultado anterior nos dice que cualquier sistema lineal homogéneo
que tenga una solucién distinta de cero tiene infinitas soluciones.

Ejemplo 4.6.7. Consideremos el sistema lineal homogéneo

z+y=0.
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Entonces (z,y) es una solucion del sistema si y solo si y = —x. Por lo tanto
(1,—1) es una solucion del sistema, pero también lo son (2,—-2) y (3,—3).
Es mas

{(@,y)z+y=0}={(z,y): y= —z},
= {(\,—\): A eC},
= {\(1,-1): A€ C).

En el caso que el sistema lineal es no homogéneo tenemos el siguiente
resultado.

[Teorema 4.6.8.]

Si 71 y ¥ son dos soluciones de Az = b entonces U7 — Uy es solucion

de Az = 0.

Demostracion. La demostracion es sencilla
AUy — T) = AUy — Avg =b—b =0,

es decir U5 — U5 es una solucién de Az = 0. O

[Comentario 4.6.9.]

Lo que nos dice el resultado anterior es que si ¥ una solucién del
sistema lineal no homogéneo Az = b entonces cualquier otra solucién
v de Ax = b se puede escribir de la siguiente manera ¥ = vg+w donde
w es una solucién de Az = 0.

Ejemplo 4.6.10. Consideremos el sistema lineal no homogéneo
rz+y=1.

No es dificil ver que (1,0) es una solucion de nuestro sistema.
Por otro lado, en el Ejemplo 4.6.7, vimos que

(\1,-1): A e C}

es el conjunto de soluciones del sistema homogéneo asociado al nuestro.
FEntonces

{(z,y): x+y=1} ={A1,—-1) 4+ (1,0): A € C}.
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[Teorema 4.6.11.]

Un sistema lineal Az = b o no tiene soluciones o tiene una tnica
solucién o tiene infinitas soluciones.

Usando este ultimo resultado podemos clasificar a los sistemas lineales
de la siguiente manera:

( Definicién 4.6.12. )

Decimos que un sistema lineal es

e Compatible si tiene solucién, en este caso ademas puede dis-
tinguirse entre:

— Determinado cuando tiene una unica solucién;

— Indeterminado cuando admite un conjunto infinito de
soluciones;

e Incompatible si no tiene solucién.

[Observacién 4.6.13.]

Todo sistema lineal homogéneo es compatible determinado o inde-
terminado ya que el 0 siempre es solucién.

4.7 Aplicaciones: Modelo de Leontief

Supongamos un sistema econémico que tiene n industrias y que posee
dos tipos de demanda la externa y la interna. Por ejemplo si el sistema es
un pais la demanda externa puede provenir de otro pais mientras que la
demanda interna es la que se da entre las misma empresas del pais.

Supongamos que e; representa la demanda externa ejercida sobre la
i—ésima industria y que a;; representa la demanda interna que la j—ésima in-
dustria ejerce sobre la i—ésima. Mas concretamente a;; representa el niimero
de unidades de produccion de la industria ¢ que se necesitan para producir
una unidad de la industria j. Notemos con x; la produccién de la industria
1 y supongamos que la produccién de cada industria es igual a su demanda.
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En estas condiciones podemos construir el siguiente sistema
a11T1 + a12%2 + -+ - + ATy + €1 = 21
a21x1 + a2 + -+ + ATy + €2 = T2

Ap1x1 + Ap2Z2 + -+ + AppTyn + €y = Tp

o lo que es lo mismo

(1 —an)z1 —ajexe — -+ - — a1y, = €1
—agiz1 + (1 —ag)rs — -+ — agpxy = €2
—Ap1T1 — Ap2T2 — -+ + (1 - ann)xn = €n.

Matricialmente nos que

(1—an) —aq2 e —a1n T el
—a91 (1—ag) --- —a9n T2 | | e2
—Aanl —Aan2 te (1 - ann) Tn €n

Ejemplo 4.7.1. El modelo de Leontief aplicado a un sistema econdmico de
tres industrias. Supongamos que las demandas externas en un sistema de
tres industrias son 10, 25 y 20 respectivamente. Supongamos que

aj] = 0.20 a2 = 0.50 a13 = 0.15
a1 = 0.40 a9 — 0.10 a3 — 0.30
az; = 0.25 azs = 0.50 azz = 0.15

Matricialmente tenemos lo siguiente sistema

0.8 —-0.5 -0.15 1 10
-04 09 -03 T2 | =125
—-0.25 —-0.5 0.85 3 20

Solucién. Hallar la todas la soluciones del sistema Para resolverlo plan-
teamos la matriz ampliada del sistema

0.8 —-0.5 —-0.15]10
-04 09 -03]25
-025 —-0.5 08520
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Trabajamos con la filas de la matriz ampliada como si fueran la ecuaciones.

08 —0.5 —.15]10 4fs  —1/2 —=3/20 | 10
—-04 09 —-03|25|=1|-2/5 910 —3/10| 25
—0.25 —0.5 0.85 20 —1/s —1/2 17/ | 20.

Observemos que trabajar con las ecuaciones es equivalente a trabajar
con las filas de la matriz ampliada. Nuestro primer objetivo es poner un 1
en la posicién 11 de la matriz ampliada y poner 0 en la posiciones 21 y 31.

Y5 —l2 %21 10 F1=10F2;F1=10F1 8 -5 —32]100
—2/5 910 —3/10| 25 —— -4 9 —=3|250
—1/a —1/2 17/30 | 20. F3=4F3 -1 -2 1755] 80
) 1 2 —17/5| =80\ . 12 1751 =80

F}:*F?) 4 9 31 250 F~2=F2+4F1 0 17 _83/5 —70
F3=F1 8§ —5 —3/2| 100/ I3=F3-8FL \g _21 257/10| 740

Nuestro segundo objetivo es poner un uno en la posicién 22 y un 0 en la
posicion 32 de la matriz ampliada. Para eso dividimos a la F3 por 21 y F2
por 17

1 2 15[ =80\ 5, m (1 2 15| —80
0 —21 257/10| 740/ 3== \0 —1 257/210| 740/21
. 1 2 175 —80
IEEAR g 1 —83/ss —70/17
0 0 883/3570 | —1110/357
F3=3570/383F'3 12 _17/5 —80
———— |0 1 —8/5| —T0/17
00 1| 11100/883
Esto nos dice que
11100
T3 = —
57883
L83 70 104850
2T T T T T Tess
17 97400
209 — —x3=—-80=> 11 = ———.
1+ 229 5 T3 1 353

El metodo que utilizamos para resolver el sistema del ejemplo anterior se
conoce como eliminacién de Gauss-Jordan.

4.8 Eliminacion de Gauss-Jordan

Dos sistemas lineales se dicen equivalentes si sus conjuntos de solucio-
nes son iguales.
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Ejemplo 4.8.1. Los siguientes sistemas son equivalentes

z+(+Dy+(i+1)z=0, x =0,
y+2=0, y+2=0.

Es fdcil ver que los dos sistemas tienen como solucidn el siguiente conjunto
S ={X0,1,—-1): A € C} por ese motivo son equivalentes.

,—[Proposicién 4.8.2.} N

Dado un sistema lineal de ecuaciones, los siguientes cambios en las
ecuaciones dan lugar a sistemas equivalentes:

(1) Intercambiar dos ecuaciones de lugar;
(11) Multiplicar una ecuacién por una constante no nula;

(1) Reemplazar una ecuacién por ella misma mds un multiplo de
otra.

\. J

r—[Observacién 4.8.3.} |

Sea A la matriz ampliada de un sistema lineal H. Efectuar las opera-
ciones de la proposicién anterior sobre las ecuaciones de H equivale
a hacerlo sobre las filas de A.

\. J

r—(Teorema 4.8.4.] \

Dado un sistema lineal de n ecuaciones con m incégnitas, aplicando
los cambios descriptos en la proposicién anterior, puede obtenerse
un sistema equivalente cuya matriz asociada es escalonada.

Ejemplo 4.8.5. Resolver el siguiente sistema

r—2y=0,
iz —(1+i)y=—-1—1.

Solucién. Comencemos por plantear la matriz ampliada del sistema

(oot
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Ahora, aplicamos el método de eliminacion de Gauss-Jordan.

1 -2 0 Fo=r2—iF1 (1 -2 0
i —(14+4d)|—-1—14 0 —1+2|—-1—1

e S
— 2 5
0 1

Por lo tanto nuestro sistema es equivalente al siguiente

r—2y =0,
Yy =1.

Lo que nos dice que el sistema tiene una tunica solucién (2i,14). Por lo tanto
el sistema es compatible determinado.

Ejemplo 4.8.6. Resolver el siguiente sistema
1+ 279 — 23 = 2,

2x1 4+ 3x2 4 dxy =5,
—x1 — 3x9 + 823 = —1.

Solucién. Comencemos por plantear la matriz ampliada del sistema

1 2 -1 2
2 3 5| 5
-1 -3 8|-1

Ahora, aplicamos el método de eliminacion de Gauss-Jordan.

1 2 1] 2\ _ 1 2 -1]2
2 3 5| 5| =220 1 71
-1 =3 8|—1) F3=F34FL \g -1 71
. 1 2 —1|2
PR g 1 7)1

0 0 0]0

Por lo tanto nuestro sistema es equivalente al siguiente

T+ 279 — 23 = 2,
—xo + Tx3 = 1.
La segunda ecuacién nos dice que
Tro = 7$3 — 1.

Reemplazando en la primera ecuacién tenemos que

2=x1+2x9—ax3=2=x1+ 1423 — 2 — 23 =21 + 1323 — 2
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y por lo tanto
1 = —13x3 + 4.

Entonces el conjunto de soluciones de nuestro sistema es

S={(-13t+4,7t—1,t): t € C}
={t(-13,7,1) + (4,-1,0): t € C}.

Por lo tanto el sistema es compatible indeterminado.

4.9 Matrices Cuadradas

Si A = (a;5) € C™". Definimos la diagonal de A, como el vector
(a11,a22,...,an,) vy la traza de A, denotado tr(A), como el escalar

tr(A) == ai + a2+ -+ ann.

Ejemplo 4.9.1. Por ejemplo las matrices del Ejemplo 4.8.5 tienen las si-
guientes traza:
tr(A) =1—(1+14) = —i.

Algunos tipos particulares de matrices cuadradas que se utilizan frecuen-
temente

e Matrices triangular superior: A = (a;;) € C"*" tales que a;; =0
sie > j.

|
[
CD+CDCDCDCD

61

[=lleloloNal
OO OO NN
O OO W ww
O O =

e Matrices triangular inferior: A = (a;;) € C"*" tales que a;; = 0 si

1< J.
1 0 0000
2 2 0000
A:Si 0 3000
4 0 0 400
5 —104+2 0 0 5 O
6 0 0 0 0 6

e Matrices diagonal: A = (a;;) € C"*™ tales que a;; = 0 si ¢ # j.

0 0
0 00
0 4
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e Matrices escalar: A = (a;;) € C"*" es una matriz diagonal tal que

a1 = @22 =+ = App-
A0 0 0
0 X 0 0
0 0 X 0
0 0 0 A
r—(Observacién 4.9.2.} |

Observemos que,
e Toda matriz escalar es diagonal;
e Toda matriz diagonal es simétrica;

e La matriz nula es escalar y por lo tanto diagonal, simétrica y
hermitiana.

\. J

e Matriz identidad: I,, = (a;;) € C™*" es una matriz escalar tal que

a1 =G = - = Gpp = 1.
1 0 O 0
1 0 0
I, = -
0 0 1 0
0 0 1

r—(Observacién 4.9.3.}

Sean A, B € C™*" entonces
e AB y BA estan bien definidos;

e Al, = A= 1I,A, es decir, la matriz identidad es el neutro para
el producto de matrices cuadradas.

~(Definicién 4.9.4. | .

Una matriz A € C"*" se dice inversible (o invertible) si existe
B € C™"*"™ tal que AB = BA = I,,.
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La matriz B de la definicién es tinica. Habitualmente se denota A~! = B.
Para cada n € N el conjunto de todas la matices inversibles en C" se
denota
GL(n) ={A € C"": A es inversible}.

Una matriz cuadrada que no es inversible se llama singular y una matriz
inversible se llama también no singular.

[Proposicién 4.9.5.]

Para cada n € N se tiene que:
e I, € GL(n);
e Si A€ GL(n) entonces A~ € GL(n);
e Si A, B € GL(n) entonces AB € GL(n) y (AB)™! = B~tA~ !,

e La matriz A € GL(n) si y solo si el sistema Az = b tiene una
tnica solucién para todo b € C**1,

Ejemplo 4.9.6. Halle, si es posible A~' en cada uno de los siquientes casos

11 0
(a) A=0 2 —1]1,
21 1
1 2 -1
M) A= 2 3 5
-1 -3 8

Solucién. En ambos casos, nos preguntamos si existe una matriz

bi1 b2 bi3
B = | by baa b3
b31 b3z b33

tal que
AB =13
es decir
bll 512 blg 1 00
A bo1 A boa A bgg =10 1 0
b31 b32 b33 001
Que se pueden leer como tres sistema diferentes
b11 1 b12 0 613 0
Albar | =10, Albe]|=11], Albs]| =10
b31 0 b32 0 b33 1
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Si los tres sistemas tiene solucién entonces la matriz A es inversible.

Como los tres sistemas tienen como matriz asociada a la matriz A, en
lugar de resolverlos por separados podemos resolverlos los tres al mismo
tiempo considerando al siguiente matriz ampliada

1 00
A0 1 0
0 01

(a) Comencemos con el primer ejemplo

11 0|10 0\ . 1 1 0] 100
02 —1/0 1 of 220100 2 -1/ 01 0
21 1/0 0 1 0 -1 1/-2 0 1
] 11 0|10 0
=2 lo1 —1(2 0 -1
F2==F3 \0 2 —1{0 1 0
. 11 0l 10 0
F3=F3—-2F2 0 1 -1 2 0 -1
00 1|-4 1 2
. 110/ 100
F2=F2+F3 01 0l-2 11
00 1[-4 1 2
. 100 3 -1 —1
2200 1 0)—2 11
00 1[-4 1 2
Ejercicio para el lector, verificar que
3 -1 -1
Al=[-—2 1 1
—4 1 2
(b) En el segundo caso sucede lo siguiente
1 2 —-1]1 0 0\ . 1 2 —-1] 100
2 3 50 1 o) =220 0 -1 721 0
-1 =3 8|0 0 1) f3=F4FL \0 -1 7] 1 0 1
) 1 2 -1/ 1 00
Lo -1 7]-2 10
0 0 0| 3 -1 1

La tercer fila de la ultima matriz me indica que no existe solucién. Por lo
tanto en este caso A es no inversible o singular.
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i, Cudl es la diferencia entre los dos casos? En el primer caso, luego de
realizar la eliminaciéon de Gauss-Jordan no aparecieron filas de ceros (esto
implica que {z: Az = 0} = {0}) mientras que en el segundo aparece una
fila de ceros (esto implica que {z: Az = 0} tiene infinitas soluciones).

4.10 Rango de una matriz

Sean A € C™*™. El rango de A es el niimero de filas que no se anulan
al triangular A y convertirla en una matriz escalonada. El rango de A se
denota de la siguiente manera rg(A).

Ejemplo 4.10.1. Halle el rango de

W O Ot =
[l )
= Ot Ot W

y Al

Solucién. Observemos que

1 2 3 1 2 3
5 1 5| Fe=F2-5F1;F3=F3-6F1 |0 —9 —10
6 45 F4=F4-3F1 0 -8 —13
3 1 4 0 -5 =5

1 2 3 1 2 3
Fa=—£ [0 —9 —10| Fo=r249ra [0 0O —1

0

0

—8 —13| p3—p3rsra (0 0 =5
1 1 01 1
1 2 3 1 2 3
F3=F3-5F2 (0 0 —1| F3eFr2 |0 O 0
00 0 00 -1
0 1 1 0 1 1
1 2 3
Fisr2 |0 1 1
00 -1
00 O

Por lo tanto
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Calculemos el rango de A’.

1 5 6 3\ . 1 5 6 3
F2=F2-2F1
4>

2 1 4 1| = 0 -9 -8 -8
3 5 5 4) F3=F3=3FL \g _10 —-13 -—11
- 5 6 3\ . 1 5 6 3
F3=F3—F2 0 _9 —8 _5 F2=F2—-9F3 0 0 37 _5
0 -1 =5 0 0 -1 =5 —0
5 6 3
F3+F2 0 -1 -5 0
0 0 37 =5

Razonando de manera similar a como lo hicimos en el paso anterior tenemos
que

rg(A') = 3.

Notemos que el rango de A es igual al rango de A’

,—{Propiedad 4.10.2.]

Sea A € C"*™_ Entonces
e 0 <rg(A) <min{n,m};

o 1g(A) = rg(A").

J

En el caso de las matrices cuadradas podemos utilizar la nocién de rango
para decidir si una matriz es inversible.

Proposicion 4.10.3.]

Sea A € C"*™. Entonces A € GL(n) y solo si rg(A) = n.

Juntando esta propiedad con el uUltimo item del la Propiedad 4.9.5 se
tiene el siguiente resultado

r—[Teorema 4.10.4.}

Sea A € C™*". Los siguientes enunciados son equivalentes:
e Ac GL(n);
o rg(A4) =n;

e Para todo b € C"*! el sistema Az = b tiene solucién tnica.
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4.11 Determinante de matrices de 2 x 2

A= (CCL Z) e R?*2,

Supongamos que el rg(A) = 2. Entonces los vectores filas de A no estan
alineados (es decir no estdn en misma recta) y generan un paralelogramo en
R2.

Sea

b—‘l_d Tttt T T T T T T T T TTEE

Calculemos el drea de este paralelogramos. Para el drea del rectangulo
de base (a + ¢) y altura (b+ d) le restamos el drea de la figuras geométricas
que estan entre el rectangulo y el paralelogramo.

Yy
b+d _______________:::]
b1 S
. | -
c a a-+c

Area del paralelogramo= (a + ¢)(b + d) — ab— 2cb — cd = ad — cb

Vamos a definir el determinante de A como el drea (con signo) del para-
lelogramo que forman sus filas.
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(Definicién 4.11.1.)

a b
SeaA-(C d

siguiente manera

> € C. Definimos el determinante de A de la

det(A) = ad — be.

Ejemplo 4.11.2. Calcular los determinantes de las siguientes matrices.

(a)A=<;‘ §>;

@fB:@ D.

Solucién. Comencemos por el determinante de A.

4 6

det(A) = det <2 3

>:4-3—6-2:0.

Esto nos dice que las filas de A no forman un paralelogramo, esto implica
que los vectores fila estédn alineados. Por lo tanto el rg(A4) < 2 y entonces A
no es inversible.

En el caso de B tenemos lo siguiente

1 2

det(B) = det <3 4

>:1-4—2-3:—2.

En este caso la filas de B si forman un paralelogramo y por lo tanto rg(B) =
2. Entonces podemos concluir que B es inversible.

Entonces el determinante nos da otra manera de decidir si una matriz es
o no inversible.

[Teorema 4.11.3.]

Sea A = <a b) e C2%2,
c d

(1) Entonces A es inversible si y solo si det(A) # 0.

(1r) Si det(A) # 0 entonces
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Ejemplo 4.11.4. Sea A = < Z. 4 I Z) . Calcule A™1 si existe.

—1

Solucion. Comencemos calculando el determinante de A.

da@@:da(i.4I”>:iqfw4—wm—o:1+5¢

Entonces A es inversible. Gracias al ultimo teorema tenemos que

145 \4 i

1-5i (1 —4+4i
26\ i

1—5 1+ 21
[ 26 26

5+i 5+4i

26 26

[Propiedad 4.11.5.]

Sea A € C?*2. Entones A es inversible si y solo si det(A) # 0

4.12 Determinante de matrices de 3 x 3

Sea A = (a;;) € C"*". Denotamos por M;; la submatriz de A que se
obtiene suprimiendo su ¢—ésima fila y j—ésima columna de A. M;; se llama

la menor ij de A. Observar que M;; € C(»—1)x(n=1),

Ejemplo 4.12.1. Por ejemplo si

2 -1 4
A=10 1 5
6 —4
Entonces
1 5 0 5 0 1
My, = <3 _4> , Mo = (6 _4> , Mz = <6 3) ;
-1 4 2 4 2 -1
M21=( 3 _4>, M22=(6 _4>, M23=<6 3>,
-1 4 2 4 2 -1
M3y = ( 1 5> , M3y = (0 5> , M3z = <0 1>
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r—[Deﬁnicién 4.12.2.] |

Sea A € C3*3. Definimos el determinante de A de la siguiente
manera

det(A) = ai det(Mu) — a2 det(Mlg) + a3 det(Mlg).

Ejemplo 4.12.3. Calculemos el determinante de

2 -1 4
A=10 1 5
6 3 —4

En el Ejemplo 4.12.1 calculamos My1, Mys y Mis, entonces

2 -1 4
det(A) =det {0 1 5
6 3 —4

1 5) 0 5 01
—2det(3 _4)—(—1)det<6 _4>+4det(6 3>

=2.(=19) — 30 +4- (—6)
— —38—-30—24
= —92.

Para las matrices de 3 x 3 tenemos una formula mas sencilla para calcular
el determinante.

r—[Observacién 4.12.4.} |

ailp ai2 ais
det a21 g2 A3 =
a3l asz ass

11022033 + 012023031 + 013021032

— (13022031 — (12021033 — 011023032

Ejemplo 4.12.5. Usemos esta formula para calcular el determinante de

A:

o W o

-1 2
1 0
1 2
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0 -1 2
det(A)=det {3 1 0
0 1 2
=0-1-2+43-1-24+(-1)-0-0—(2-1-041-0-0+3-(—1)-2)
=6 (~6)

=12.

Aligual que en el caso de matrices de 2 x 2 tenemos el siguiente resultado.

[Propiedad 4.12.6.]

Sea A € C3*3. Entones A es inversible si y solo si det(A) # 0

4.13 Matrices de n x n

La definicién de determinante para matrices de 3 x 3 se extiende a ma-
trices de n x n de la siguiente manera:

[Deﬁnicién 4.13.1.]

Sea A € C™*". Definimos el determinante de A de la siguiente

manera
n

det(A) =Y (=1)"ay; det(My;).
j=1

Sea A € R™*". El cofactor ij de A, denotado por A;;, esta dado por
Aij = (—1)i+j det(Mij).
Entonces

det(A) = Z alelj.
J=1

Ejemplo 4.13.2. Calculemos el determinante de

W N O =
—_

= © W Ot

o O = DN
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1 3 5 2
det(A) =det g _i 3 ;l
3 2 4 8
-1 3 4 0 3 4
=1-det 1 9 6] —-3-det|{2 9 6
2 48 3 4 8
-1 4 0 -1 3
+ 5 - det 2 1 6] —2-det |2 19
2 8 3 2 4
=-92-3-(=70)+5-2—-2-(-16)
= 160.

En realidad uno puede elegir la fila que quiera, es decir

det(A) = Z a,;jA,,;j.
J=1

En este caso se dice que el determinante esta desarrollado por la fila i—ésima.

Ejemplo 4.13.3. Calculemos el determinante de la matriz anterior por la

fila 2.
1 3 5 2
0 -1 3 4
det(A) =det 5 1.9 6
3 2 4 8
3 5 2 1 5 2
=—0-det {1 9 6|+ (=1)-det|[2 9 6
2 4 8 3 4 8
1 3 2 1 3 5
—3-det[2 1 6] +4-det|2 1 9
3 2 8 3 2 4
=-20—-3-4+44-48
= 160.

También se puede desarrollar por columnas

det(A) = Z aiinj.
1=1

En este caso se dice que el determinante esta desarrollado por la columna
j—ésima.
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Ejemplo 4.13.4. Calculemos el determinante de la matriz anterior por la

columna 1.
1 3 5 2
0 -1 3 4
det(A) =det 9 1.9 6
3 2 4 8
-1 3 4 3 5 2
=1 -det 1 9 6]—-0-det|1 9 6
2 4 8 2 4 8
3 5 2 3 5 2
+2-det| -1 3 4| —-3-det| -1 3 4
2 4 8 1 9 6
=-92+2-84—-3-(-28)
= 160.

(Teorema 4.13.5. )

Sea A € C"*. Entonces

det(A") = det(A).

Ejemplo 4.13.6. La matriz

i 4—i
=)
v i —i
a=(07)

Calculemos el determinante de A y A’

tiene como transpuesta

det(A)zdet(i. 41i> =i-1—(4—1)-(—i) =1+ 5i.

—1

det(A") = det <4ii _1Z> =i-1—(=i) - (4—1i)=1+5i.

En el caso de matrices A de n x n también alcanza con calcular el det(A)
para saber si A es inversible.
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[Teorema 4.13.7.]

Sea A € C™*™. Entonces A es inversible si y solo si

det(A) # 0.

Ejemplo 4.13.8. Determinar para cada valor de o si el sistema es incom-
patible, o compatible.

rT+oay+z=1,
rT+y+az=1,
ar+y—+z=1.

Solucion. La matriz asociada del sistema es

1 o 1
A=11 1 «
a 1 1

Si A es inversible entonces el sistema es compatible determinado. Calculemos
el determinante de A,

det(A)=1+1+a*~a—a—a=a>-3a+2=(a—1)>*(a+2).

Sia#1ya# —2entonces det(A) # 0y por lo tanto A es inversible lo
que implica que el sistema es compatible determinado.
Cuando a = 1, solo tenemos una ecuacién

r+y+z=1.

Como solo tengo una ecuacién y tres incognitas el sistema es compatible
indeterminado.
Veamos que pasa cuando « es igual a —2. En este caso tenemos que

r—2y+z=1,
r4+y—2z=1,
—2rx+y+z=1

Planteemos la matriz ampliada del sistema y utilicemos el método de Gauss-
Jordan.

1 -2 1]1\ _ 1 -2 11
11 —2|1) 2= (0 3 300
_9 1 111 F3=F3+2F2 0 -3 313
) 2 11

F3=F3+F2 0 310

0 03
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La tercer fila de la ultima columna nos indica que el sistema es incompatible.
Respuesta: Si a # 1 y a # —2 entonces el sistema es compatible deter-
minado, si @ = 1 el sistema es compatible indeterminado y si @« = —2 es
incompatible.

Ejemplo 4.13.9. Calcule el determinante de las siguientes matrices

-2 3 0 16 100 0 000

0 4 57 0 -2 7 0 00

A= 00 8 e9]|, y B= 4 0 Yoo 0 0O
00 0 =3 4 -7 e 0 40

00 0 0 2 0 0 6 7 8

Solucién. En el primer caso desarrollamos los determinantes por la primer
columna.

-2 3 0 1 6
0 4 57 0 ‘01 5; 7; 8
det(A)=det| 0 0 8 e 9| =-2-det
0O 0 -3 4
00 0 -3 4 0 0 0 2
00 0 0 2
8 e 9 3 4
=—2-4-det |0 -3 4| =-2-4-8-det 0 92
0 0 2
=-2.4.8-(=3)-2

Observar que es el producto de los elementos de la diagonal de A.
En el caso del determinante de B, si desarrollamos siempre por fila te-
nemos que

100 0O 0 00 7 00 0
2T 000 0 Y0 0 0
det(B) =det 4 0 10 0 0| =100-det . 0 4 0
—T e 0 40 0 6 7 8
0 0 6 7 8
/100 0 0O 40
=100 -7 - det 4 0] =100-7-1/100 - det
78 7 8

0
6
=100-7-1/100 -4 - 8.

Observemos que nuevamente es el producto de los elementos de la diagonal.

Lo que se puede probar es que siempre que tengamos una matriz trian-
gular superior o inferior vamos a tener que el determinante es el producto
de los elementos de la diagonal de la matriz.
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r—(Teorema 4.13.10.}

Si A = (a;j) es una matriz cuadrada de n x n triangular superior o
inferior entonces
det(A) = @11022 ** * Apn-

Ejemplo 4.13.11. Entonces el determinante de la matriz identidad es

det(I,) = 1.

4.14 Propiedades del determinante

r—(Teorema 4.14.1.}

Sea Ay B dos matrices de C™*". Entonces

det(AB) = det(A) det(B).

Ejemplo 4.14.2. Sean

1 -1 2 1 -2 3
A=13 1 4 y B=|0 -1 4
0 -2 5 2 0 -2
Entonces
1 -1 2 1 -2 3 5 -1 =5
AB =13 1 4 0 —1 41 =111 -7 5
0 -2 5 2 0 -2 10 2 —18

Luego det(A) = 16, det(B) = -8 y

det(AB) = —128 = 16 - (—8) = det(A) det(B).

r—(Teorema 4.14.3.}

Sea A € C™**™_ Si A es inversible entonces

_ 1
~ det(A)

det(A™1)
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Demostracion. Sabemos que
I, =AA

Entonces

1 = det(I,) = det(AA™") = det(A) det(A™1),

y por lo tanto
1

det(A)

det(A™1) =

Ejemplo 4.14.4. En el Ejemplo 4.11.4 vimos que

i A
=)

que su INVErsa es

1—-5i 14214
-1 _ 26 26
AT = 5+1 5+1
26 26

Entonces

det(A) =i+ (4 —i)i =1+ 5i,
15547 5+il4+2li 544 [1—5 1421

det(A™!
(A7) = 5556 2% 26 2 | 26 2%

[Propiedad 4.14.5.]

Si A es una matriz de n x n con una fila o columna de ceros entonces
det(A) = 0.

Ejemplo 4.14.6. Sean

A=|0 00| y B= :
6 7 8 -1 6 0 4
2 1 0 1

St desarrollamos el determinante de A por la segunda fila tememos que
det(A) = 0. Si desarrollamos el determinante de B por la tercer columna
tenemos que det(B) = 0.
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[Propiedad 4.14.7.]

Sean A = (a;;) una matriz de n xn, y k € C. Si B = (b;;) un matriz
de n X n tal que

;i sii#1 ;i si g )
bij:{w 7&0 o bij:{w ]7&]0

/-caioj sit= i() kaijo si ] = jg.

entonces det(B) = kdet(A).

Los que nos dice la propiedad anterior es lo siguiente

a1 a2 v+ Gln
a1 ag2 -+ a2,
det ' ' ' = kdet(A),
kaiol kaigg s kaion
anl an2 cet Ann
y
ain a2 - kay, - ain
agy age -+ kagj, -+ az,
det | . ] . . = kdet(A).
anl Aap2 - - kanjo ot Opp

Ejemplo 4.14.8. Sean

1 -1 2 1 -1 2 1 -2 2
A=|(3 1 4|,B=[12 4 16|,yCc=(3 2 4
0 -2 5 0 -2 5 0 —4 5

Como ya vimos det(A) = 16. Calculemos el determinante de B.

1 -1 2
det(B) =det [4-3 4-1 4-| =64=4-16 = 4det(A).
0 -2 5

Por ultimo calculemos el determinante de C.

1 2.(-1) 2
det(C) =det |3 2-1 4] =32=2-det(A).
0 2-(-2) 5
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~(Comentario 4.14.9. ] .

Gracias a la Propiedad 4.14.7 tenemos que si A es una matriz de
n X n 'y k es un nimero complejo entonces

det(kA) = k" det(A).

,—{Propiedad 4.14.10.} .

Sean A = (a;j) y B = (bsj) dos matriz de n x n, tales que
a;j sit#1 a;j sij #Jj
bij _ ij . # ‘0 o bij _ ij . ] # ]‘0
aioj S11 =10 aijo S1 7 = Jo-
Si C = (c¢i5) una matriz de n x n tal que
aij si i # ig aij sij 7 Jo
Cij = ... 0G; = L
G5 + Qg ST =10 ‘

entonces
det(C) = det(A) + det(B).

En este caso la propiedad anterior nos dice que

ail a2 s ain
as1 ag2 ce a2n
det ) ) ) =
Qigl + Qg1 Qjp2 + QG2 - Gign T Qign
anl an2 te Ann
ai; a2 - Glp ail a2 -+ Qln
azy Qg2 -t G2p az1 agz - Q2p
= det ' ’ ' 4 det
Qig1 Q392 - Qign Qi1 Q2 - Qgn

anl Gp2 - App an1  Gp2 -  Gpn
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También resulta que

ail a2 154 + O1jy ain
a21 a22 a2A +a2 a2
det . ‘ Jo . Jo .n _
anl Aan2 Gnjo + Qnjg Gnn
ail a2 a1j, ain
azy a2 azj az
= det _jo "
apl  Gp2 QAnjg Qnn
ail a2 Q1o ain
az1 a2 a2j0 a2n
+ det
apl Aap2 Anjg Gnn
Ejemplo 4.14.11. Sean
1 -1 2 1 -6 2
A=13 1 4),B= 2 4],
0 -2 5 0 4 5
)
1 -1—-6 2 1 -7 2
cC=1(3 142 4| =13 3 4
0 —244 5 0 2 5

Entonces det(A) = 16, det(B) = 108 y det(C) = 124 = det(A) + det(B).

[Comentario 4.14.12.]

No vale en general que el det(A+ B) = det(A)+det(B). Por ejemplo

S1
10 -1 0
A=(o1) o= (0 2)

entonces A+ B =0y por lo tanto det(A + B) = 0.
Por otro lado el det(A) = det(B) = 1, entonces

det(A) + det(B) =2 # 0 = det(A + B).
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[Pmpiedad 4.14.13.]

Sea A una matriz de n X n. Si B es una matriz de n X n, que se
obtiene intercambiando dos filas o columnas de A entonces

det(B) = —det(A).

Ejemplo 4.14.14. Sean

1 -1 2 0 -2 5 -1 1 2
A=|(3 1 4|,B=1(3 1 4|, yc=| 1 3 4
0 -2 5 1 -1 2 -2 0 5
Entonces det(A) = 16, det(B) = —16 = —det(A4) y det(C) = —16 =

—det(A).

[Propiedad 4.14.15.]

Si A es una matriz de n X n que tiene dos filas o columnas iguales
entonces det(A4) = 0.

Demostracion. Supongamos que A tiene dos filas iguales. Sea B la matriz
que se genera por intercambiar las dos filas que son iguales entonces A = B
y det(B) = —det(A). Por lo tanto det(A) = —det(A), lo que implica que
2det(A) = 0 y por lo tanto det(A4) = 0. O

Ejemplo 4.14.16. Por ejemplo un calculo directo nos muestra que

1 -1 2 5 2 2
det |5 7 3] =0, det[ 3 -1 —-1|=0.
1 -1 2 2 4 4

Combinando las Propiedades 4.14.7 y 4.14.15 tenemos el siguiente resul-
tado.

[Propiedad 4.14.17.]

Sea A una matriz de n x n. Si una fila (o columna) de A es un
multiplo escalar de otra fila (o columna) de A entonces det(A) = 0.

Ejemplo 4.14.18. Por ejemplo un calculo directo nos muestra que

2 -3 5 2 -3 5
det 1 7 2] =—-2det | 1 7 21 =0.
—4 6 —10 2 -3 5
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[Pmpiedad 4.14.19.]

Sea A una matriz de n X n. Si B es una matriz de n X n, que se
obtiene sumando un multiplo escalar de una fila (o columna) de A a
otra fila (o columna) entonces det(B) = det(A)

Ejemplo 4.14.20. Calcular el determinante de las siguiente matriz utili-
zando las propiedades vistas

1 3 5 2
0 -1 3 4
A= 2 1 96
3 2 4 8

Solucién. Para calcular el determinante utilizaremos las propiedades que
hemos visto y la eliminaciéon de Gauss-Jordan.

1 3 5 2
det(4) BT ey |0 7L 3
3 2 48
1 3 5 2
Fy=F4-3F1 0 -1 3 4
= detlg 5 g o
0 —7 —11 2
1 3 5 2
F3=F3-5F2 0 -1 3 4
= Aty g 16 —18
0 —7 —11 2
1 3 5 2
Fy=F4-T7F2 0 -1 3 4
= Aty g 16 —18
0 0 —32 —26
-1 3 4
=1-det [ 0 —16 —18 | =(—1)-det <_£ _;2)
0 —32 —26

S

=—32-(13—2-9) = —32- (—5) = 160.
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Ejemplo 4.14.21. Calcular el determinante de las siguientes matrices uti-
lizando las propiedades vistas

1 -2 3 -5 7

2 0 -1 -5 6

A= 4 7 3 -9 4
3 1 -2 -2 3

-5 -1 3 7 -9

Solucién. Como en el gjercicio anterior calcularemos el determinante utili-
zaremos las propiedades que hemos visto y la eliminaciéon de Gauss-Jordan.

1 -2 3 =5 7
N 2 0 -1 =5 6
det(A) T2 qet | 4 3 -9 4
3 1 -2 =2 3
-3 -1 2 2 -3

1 -2 3 =5 7

Fs=F5+F4 2 0 -1 =56

U= det | 4 7 3 -9 4

3 1 -2 -2 3

0 0 0 00

Como tenemos una fila de ceros, resulta que det(A) = 0.

Ejemplo 4.14.22. Sean

a 1 d
A=1[b 2 e| eC?®3
c 3 f

20 —d a 3—5a
B=|[20—¢ b 6—5b] eC33.
2c—f ¢ 9-b5c

Se sabe que det(A) = 2.
(a) Calcular det(B).
(b) Calcular det($A'B~1A45).

Solucién. (a) Lo que tenemos que hacer es relacionar el determinante de
A con el de B, utilizando las propiedades del determinante.

2 a 3—5a —d a 3—5ba
det(B) =det [ 20 b 6—5b| +det| —e b 6—5b
2c ¢ 9—5¢c —f ¢ 9-b5c
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El primero de los dos determinante es 0 puesto que la columna 1 es un
multiplo de la columna 2. Entonces

—d a 3—-ba —d a 3 —d a —ba
det(B)=det | —e b 6—5b| =det| —e b 6)+det| —e b —5b
—f ¢ 9-—5c —f c 9 —f ¢ —=bc

En este caso el ultimo determinante es 0 puesto que la columna 3 es un
multiplo de la columna 2.

—d 3
6 | sacamos el —1 de la C'1
9

o o
I
|
(oW
@
&
~ O X
o o

a 3 d
=—det | b 6 e | intercambiamos C2 por C3
c 9 f
a 1 d
=—3det | b 2 e | extraemos un 3 de la C3
c 3 f
= —3det(A4) = —6.

(b) Comencemos por sacar el 1 del determinante
Lt p—1 45 1)’ tp—1 45
det ZAB A% ) = 1 det (A*'B™'A°) .

Ahora usamos la propiedad que nos dice que el determinante se distribuye
con respecto al producto de matrices.

det (iAtB—lAf)) _ 6174 det(A") det(B~1) det(A%)

1 ¢ -
= o det(4") det(B )(det(A))®.

1
Ahora usamos que det(A?) = det(A) y que det(B~1) = et (B’ entonces

det (AUB1A°) = g det () det(B ) den(4))

11
"~ 64 det(B)
11
- 64(=6)

(det(A))°

1
6
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,—[Teorema 4.14.23 (Resumen: Matrices inversibles).]

Sea A € C™ ™. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.
(1) A es inversible;

(11) La tnica solucién del sistema homogéneo Az = 0 es la solucién
trivial (es decir x = 0);

(111) El sistema Az = b tiene solucién tnica para todo b € C"*1;
(rv) La matriz A es equivalente a la matriz identidad,;

(v) El rango de A es n;
)

(vi) Es det(A) es distinto de cero.




