Capitulo 3

Niumeros complejos

3.1 Definiciéon

La ecuacién

z? =1 (3.1)

no posee soluciones en R ya que cualquier niimero real elevado al cuadrado
es positivo. Para resolver este problema introducimos un nimero imaginario
1 que tiene la siguiente propiedad

2= —1.

Utilizando este nuevo nimero podemos ver que la ecuacién (3.1) posee dos
soluciones ¢ y —i. También podemos utilizar este niimero imaginario para
definir un nuevo conjunto de nimeros.

[Deﬁnicién 3.1.1.]

Un nuimero complejo es una expresion de la forma
a+ bi (3.2)

donde a,b € Rei? = —1. El conjunto de todos los niimeros complejos
se denota por
C:={a+bi:abecR,i*=—-1}

y la expresién (3.2) se denomina forma binémica .

Ejemplo 3.1.2. Los stguientes nimeros son complejos:

2+ /2,3 — mi, 4i, 5.

( Definicién 3.1.3.

Sea z = a + bi un ntimero complejo. Decimos que a es la parte real
de z (notamos Re(z)) y que b es la parte imaginaria de z (notamos

Im(z)).
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Ejemplo 3.1.4. Observemos que

Re(2 4+ v/2i) =2 Tm(2 +/2i) = V/2;
Re(3 — m) = Im(3 — i) = —m;
Re(4i) = Im(4i) = 4;

Re(5) = Im(5) =0

[Deﬁnicién 3.1.5.]

Diremos que dos niimeros complejos z y w son iguales si y solo si

Re(z) = Re(w) y Im(z)=Im(w).

Para finalizar esta seccién observemos que
NcZcQcRcC

Maiés alla de sus aplicaciones en matematicas, los nimeros complejos
se utilizan en diversas aplicaciones como por ejemplo en electricidad, pro-
cesamiento de senales, lo cual es 1til en tecnologia celular y tecnologias
inalambricas, asi como en radares e incluso biologia (ondas cerebrales). Esen-
cialmente, si lo que se mide se basa en una onda senoidal o cosenoidal.

3.2 Representacion grafica

Sabemos que los nimeros reales se representan graficamente a través de
la recta real

Naturalmente surge la siguiente pregunto jcémo representamos graficamente
a los nimeros complejos?

Como todo nimero complejo z tiene asociado dos nimeros reales Re(z)
e Im(2), podemos relacionar a C con R?, es decir

cC - R?
a+bi — (a,b).

Estos nos permite representar graficamente a los niimeros complejos de
la siguiente manera
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Im(z)i

bip------ ®:=a+bi

Re(z)

I
I
I
I
I
I
a

Ejemplo 3.2.1. Representar grdficamente los siguientes nimeros complejos
14,2, 4 -2, —3+2i y—3i

Solucién. La representacién grafica de los complejos dados es la siguiente

Im(z)i
—342i0- -y 2i

! ip---el4

: 1

! 2 |

: : o Re(z

-3 C1 2 (=)
~2i -3 —2i
—3i¢

( Definicién 3.2.2. )

Dado un nimero complejo z = a + bi definimos el conjugado de z
(que se denota por z) como el nimero complejo

Z =a — bi.

Ejemplo 3.2.3. Sea z = 2 — 3¢ entonces z = 2 + 3.
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Im(z):
BT \
3 Re(z)
—3ip-------- °z

Observemos que zZ = z.

[Proposicién 3.2.4.]

Sea z un niimero complejo. Entonces zZ = z.

3.3 Modulo de un nimero complejo

Como acabamos de ver, dado numero complejo z = a + bi tenemos
asociado a un punto P = (a, b). Utilizando esta relacién definimos el modulo
de z de la siguiente manera

|z| = d(P,0) = Va2 + b2.

Ejemplo 3.3.1. Calcular el modulo de los siguientes nimeros complejos
1+4,2, 3 —2i, —3+2i y —3i

Solucién.
1+ = VI+1= V2 2| = V22 = 2;

11 —2i) = /(1) + (=22 =T, | —3+42i|=/(-32+22=VI3
= 3i] = V(=3)” =3.



CAPITULO 3. NUMEROS COMPLEJOS 35

[Propiedad 3.3.2.]

Sea z € C. Entonces |z| =0 si y solo si z = 0.

Demostracion. Sea z = a + bi un nimero complejo. Entonces
2l =0 Va2 +2=0cad>+b* =0

La tnica manera que dos ntimeros reales mayores o iguales que cero sumen
cero es que los dos ntimeros sean cero, por lo tanto

=P =0ca=b=0&2=0.

Ejemplo 3.3.3. Graficar el siguiente conjunto
C={z€eC:|z|=1}.
Solucién. C esta formada por todos los niimeros complejos z = a+ bi tales

1=lz[ = Va? +b* = |[(a,b)|| = d(P,0)

donde P = (a,b) € R2. Entonces por lo visto en el Ejemplo 2.6.4 tenemos
que

que

Im(z)i

C

I
N>

3.4 Suma y resta de niimeros complejos

Sean z1 = a1 + b1i y 29 = as + bei dos ntimeros complejos. Definimos la
suma entre z; y 2o de la siguiente manera

21+ 22 = a1 + az + (b1 + ba)i.
Mientras que la resta se define de la siguiente manera

21— 22 '=a] —ag+ (bl — bg)i.
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Ejemplo 3.4.1. Sean z1 =24 3i y z0 = 5 — 2i. Entonces
z1+20=(24+3i)+ (5 —2i) =7+1.

Veamos lo que sucede

Im(z)i
Jifp-------- ez =2+31
if--A----- R R E L LR T oz1tzo=T+1i
1 5 |
: Re(z
5 : - (2)
e -‘2’2: — 2

Lo que podemos observar en este ejemplo es que la ley del paralelogramo se
satisface para la suma de complejos.

,—[Propiedad 3.4.2.]

Sean z1, 29 y 23 tres nimeros complejos. Entonces
(1) 21 4 22 = 22 + 21 (propiedad conmutativa);
(11) (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23) (propiedad asociativa);

(III) (21 + 22) = Z1 + Z2.

El elemento neutro para la suma es el cero ya que

0+ z = z para todo z € C.

Definicién 3.4.3. )

Dado un ntimero complejo z = a + bi definimos el opuesto de z de
la siguiente manera —a — bi.
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Ejemplo 3.4.4. Siz = 2—3i entonces w = —243i es el opuesto de z, mds
aun z es el opuesto de w y z +w = 0.

Im(z)i
We------+ Fi - *z
: ;2 Re(z)
—3if-------- *z

Lo que acabamos de observar en el ejemplo anterior en realidad vale
siempre.

[Propiedad 3.4.5.]

Si z es un nimero complejo y w es el opuesto de z. Entonces
(1) z4+w=0;

(11) z es el opuesto de w.

Ejemplo 3.4.6. Graficar el siguiente conjunto
C={zeC% |z—1|=|z+1|}.
Solucidén. Sea z = a + bi € C. Entonces

2~ 1) = |2 +i] <= |a— 1+ bi| = |a+ (b+ 1)

— (a—1)2+02=+/a2+ (b+1)2
—a?—2a+1+=a®+b2+2b+1
<—— —a =0.

Por lo tanto C' es una recta.
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Im(z)i

Tarea para el lector: Relacionar con el Ejercicio 2.6.4.

3.5 Producto de niimeros complejos

Dados dos nimeros complejos z = a + bi y w = ¢ + di, definimos el
producto de la siguiente manera
2w = (a + bi)(c+ di)
= ac + adi + cbi + bdi?,
= ac + (ad + cb)i + bdi*.

2 = —1, tenemos que

Por lo tanto, utilizando que ¢
2w = ac — bd + (ad + cb)i.
Ejemplo 3.5.1. Sean z =2+ 3i y w =5 — 2i. Entonces

2w = (243i)(5—2i) = (2-5—3-(=2)) + (2- (=2) + 5 - 3)i = 16 + 11i.

[Propiedad 3.5.2.]

Sean 21, 29, v 23 tres nimeros complejos. Entonces
(1) z122 = 2921 (propiedad conmutativa);
(11) (z122)23 = z1(2223) (propiedad asociativa);

(111) z1(2z2 + 23) = 2122 + 2223 (propiedad distributiva).

El elemento neutro para la producto es el uno ya que
1z = z para todo z € C.

Dado n un nimero natural y z un ntimero complejo definimos

2=z -z
—

n—veces
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Propiedad 3.5.3.}

Sean z,w dos nimeros complejos entonces

ZW=ZzZW y 22"=27"

Demostracion. Sean z = a+bi y w = c+di dos niimeros complejos. Entonces

zw = ac — bd + (ad + bc)i
zZw = (a — bi)(c — di) = (ac — bd) — (ad + bc)i = zw.

Mientras que el segundo item se deduce del primero y queda como ejercicio
para el lector. O

La préxima propiedad relaciona al modulo con el producto.

,—{Propiedad 3.5.4.} N

Sean z y w dos nimeros complejos. Entonces
U |2l = Vez;
(1) [z] = |z};

) 2wl = |z||wl;

)

|2"| = |z|™ para todo n € N.

Demostracion. Sean z = a+bi y w = c+di dos niimeros complejos. Entonces
2Z = (a+bi)(a — bi) = a* — b(=b) + (a(=b) + ba)i = a* + b* = |z|?

lo que demuestra (I).
El punto (II) es inmediato a partir de las definiciones.
Para el item (III), observemos que

|zw|? = 2wZW = 2wZzw = 22w = |z|*|w|?.

Entonces |zw| = |z||w]|, con lo cual hemos demostrado (III).
Por ultimo par (IV), notamos que

‘Zn|2 — ST — LM (Zf)n — |z’2n

para todo n € N. De lo que se deduce que |2"| = |z|™ para todon € N. [
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3.6 Inverso multiplicativo y divisiéon
En esta seccién nos preguntamos para que nimeros complejos z existe
un numero complejo w tal que zw = 1.
Ejemplo 3.6.1. Sabemos que
1= =ii=1=(—i)-1,
Entonces si z =1 tenemos que w = —1.
Tomemos z = a + bi, entonces

1
e Si b = 0 entonces z € R. Por lo tanto w = — siempre que a # 0. Si
a

a = b = 0 entonces z = 0 y por lo tanto no existe w € C tal que
zw = 1.

e Sib+# 0, lo que estamos buscando es un nimero complejo w = ¢ + di
tal que

1=z2w = (a+bi)(c+di) = ac—bd+ (ad + bc)i

es decir buscamos nimeros reales a, b, ¢, d tales que

ac—bd =1
ad+bc=0= c= —%d recordad que estamos considerando el caso b # 0.
Entonces ) )
| —ac—bd= —a® _pg— TV,
b b
de lo que se deduce que
a
TtV T 2
Por lo tanto
a b . a—W z
N R ECrE

[Deﬁnicién 3.6.2.]

Sea z = a + bi un nimero complejo distinto de cero. El nimero
complejo
z _Z

2]~ 2z

se denomina el inverso multiplicativo de z y se denota por



CAPITULO 3. NUMEROS COMPLEJOS 41

Ejemplo 3.6.3. Hallar el inverso multiplicativo de z = 4 + Ti.
Solucién. Observemos que |z| = v42 + 72 = 1/65. Entonces
o 4-Ti

z == .

65

Verifiquemos

- AT (A+T)(4—Ti) 16+49
1
= (4+7i) =5 65 65

1v

(Definicién 3.6.4. )

Dados dos ntimeros complejos z y w con w # 0. Definimos la di-
vision de z por w de la siguiente manera

zZW

z
w |w|?

Ejemplo 3.6.5.

311
T 65 65
3.7 Argumento
Notemos que
Im(z)i El complejo 1 + ¢ tiene asociado una

vector 7 = (1,1) en R%. Entonces po-

demos representar a 1+ ¢ por su mo-

ip---2l+41 dulo (la norma de ¥) y el dngulo que

forma con el semieje Re(z) > 0 en el

Re(z) sentido de giro contrario a las agujas
del reloj. arg(1 + i) = 7/a.
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(Definicién 3.7.1.)

Dado w un nimero complejo distinto de cero, el angulo que forma w
con el semieje Re(z) > 0 en el sentido de giro contrario a las agujas
de reloj, se denomina argumento de w y se denota arg(w) € [0, 27).

En el caso que z = 0 definimos arg(z) = 0.

Ejemplo 3.7.2. En lo siguientes casos es muy simple observar el argumento

de
z1=1 — |z|=1 arg(z1) = g;
zo=—1= |zl =1 arg(z2) = m;
=i |sl=1 arg(s) = om
za=1 — |ul=1 arg(z)=0;

Ejemplo 3.7.3. ;Como nos damos cuenta que arg(l + i) = %?

Observemos que 0, 1 y 1 4+ ¢ forman
un tridngulo rectdngulo. Entonces

1 1
cos(f) = = —
() 1+i 2
1 1
O = T v
Entonces ®)
sin T
an(®) cos(6) 4
Verifiquemos

Observemos que

1= V2 (cos (5) +isin (7))

Si z = a + bi es un nimero complejo no nulo y = arg(z) entonces



CAPITULO 3. NUMEROS COMPLEJOS 43

Por lo tanto niimero complejo z se puede representar de la siguiente manera
z = |z| (cos(#) + isin(h)) (3.3)
donde 6 = arg(z). La expresién (3.3) se denomina la forma polar de z.
Ejemplo 3.7.4. Hallar la forma polar de 1 — i.
Solucién. Calculamos primero el modulo de 1 — 1,
11 —i| = V2.

Entonces
cos()=—=— 'y sinl¢)=-—=——. (3.4)

Por lo tanto
tan(f) = —1 = 6 = arctan(—1) = —% & [0,2m).

Entonces 0 no es el argumento de 1 — 4. ;Qué hago? Sabemos que tan(6 +
km) = tan(f) para todo k € Z. Entonces, también tenemos que los siguiente
angulos tienen la misma tangente

3
_% + 7T = Zﬂ- S [0,27'('),
7
—I 42 = 1" € [0, 2m),

11
—%+37T:Z7r>27r

paramos de sumar 7 porque el iltimo dngulo encontramos es mayor que 2pi
y por ende si sigo sumando 7w todos los angulos que obtengamos resultaran

mayores que 7. Tengo dos posibles argumentos para 1 —i: %71' y £7r. i, Cémo
decido cual es el correcto? Evaluando

3 1 . (3 1
-] =—— in{-7)=—
cos | o 7 S 1
cos | -m | = — in{-n)=——.
4 V2 4 2
Luego por (3.4), resulta que 6 = %77. Luego
1 1 7 Lisi 7
—i=— - isin | -7 ) ).
i 7 cos | o 1
Ejemplo 3.7.5. Encontrar la forma polar y binomica para

=2 o (1) i (20)).

\)
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Solucién. Uno estaria tentado a decir que la expresiéon que nos dieron es
la forma polar de z, pero lamentablemente es no es asi ya que %ﬂ' > 27y
por lo tanto no puede ser el argumento de z. Pero observemos que

9 8+1 T

Vi 7r:27r+z.

Lo que implica que

e (3) ()~ + () - ()

debido a que el seno y el coseno son funciones 2w —periddicas.
Luego la forma polar de z es

2 =2 (cos G) +isin G)) .

Mientras que la forma binémica esta dada por

z:2<cos (%) + 7 sin (%)) =2 (\}5—%\22) = \24—\/5@

[Comentario 3.7.6.]

Si nos dan
z=r(cos(B) +isin(f))

con r > 0 entonces

|z2| =r y arg(z) =0+ 2kw con k € Z.

La relacién de Euler nos dice que
¥ = cos(f) + isin(f).

Luego, dado z es un nimero complejo y 6 = arg(z), utilizando la formula
polar y la expresién de euler, tenemos que

z = |z|e®. (3.5)
Esta ultima es expresién se denomina la forma exponencial de z.

Ejemplo 3.7.7. Encontrar la forma exponencial para

=2 oo (22) 10 (20))



CAPITULO 3. NUMEROS COMPLEJOS

45

Solucién. En el ejemplo anterior vimos que arg(z) = 7. Entonces la forma
exponencial de z es

z=2e'4%.

[Observacién 3.7.8.]

Sean z y w dos numeros complejos. Entonces z = w si y solo si
e Re(z) = Re(w) e Im(z) =

Im(w) forma binémica;
o 2] =

|w| y arg(z) = arg(w) forma polar y exponencial

Ejemplo 3.7.9. Sean

z:1+i:\/§(cos( >+zsm< ))
w=3i=3 (cos () +isin(5)) = 3¢

Entonces usando la formula binémica tenemos que

||
»N:a

wm

—3 + 3i.

)+t (5))3 (s (5) om0 ()
v o (§) e () =n () 5)
(

ZW = \/5 (COS (z

2

+ % ( cos (%) sin (g) + sin (%) cos <g)) }
Recordemos que

cos(a) cos(B) — sin(a) sin(fB)
cos(a) sin(3) + sin(a) cos(B)

2w = 32 (cos <%+ g) + ¢sin (Z + ;))

—3/3 < (iﬂ) +isin (}T)) .

De esto podemos de deducir que

.3
zw—\fe43e2—3\fe(% 2) = 3v/2eM4T,
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r—[Teorema 3.7.10.]

Dados z1 y z2 dos nimeros complejos. Si

z1 = |z1] (cos(a1) + isin(ay)),

29 = | 22| (cos(ag) + isin(az)),
con a1 y ag dos ntimeros reales, entonces

z122 = |21]|22] (cos(a1 + ag) + isin(ar + o)) .

El teorema anterior se expresa en forma exponencial de la siguiente ma-
nera: Si z; = |21]e'™ y 29 = |22|€"*2 entonces

2120 = | 21| |ze]ef(@1to2).
, 7 1
Ejemplo 3.7.11. Sea z = /2e'4"™ y w = €'2” entonces

(71 9
0 — \/56’(11*2)’r — /2617,

9. _ 1 _1
Recordemos que {m = 2w + 4, entonces arg(z) = 3.

,—[Propiedad 3.7.12.]

Sean z, y w dos nimeros complejos no nulos. Entonces
arg(zw) = argz + arg(w) + 2k

con k=00 —1.

Ejemplo 3.7.13. Sean
z=14+1i= \/5(003 (%) —i—z’sin(%))
w=1= (cos (%) + 4 sin (%)) )

FEntonces
2w = \/5 (cos (%w) + 7sin (%ﬂ')) =17—1.
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Lo que podemos de deducir mirando el grdfico es que wz es una rotacion en
sentido antihorario de z de dngulo 5.

r—[Comentario 3.7.14.] \

Sean z y w dos niimeros complejos no nulos.

e Si|w| = 1 entonces zw es una rotacién de en sentido antihorario
de z de dngulo arg(w);

e Si|w| # 1 entonces zw es una rotacién de en sentido antihorario
de z de dngulo arg(w) y ademads es una dilatacién o contraccion.

A continuacién en listamos una serie de propiedades que se deducen de
manera sencilla de lo visto hasta el momento.

,—{Propiedad 3.7.15.] |

Sean z y w dos nimeros complejos. Entonces
(I) P |Z|neiarg(z)n;
(11) z = |z|]e~*2T8(2);

(111) Si z # 0 entonces

e—ial“g(z)
Z_ - I
2]
(rv) Si w # 0 entonces
z _ |2 iarg(e)-arg(w))
w  |w| '

\. J

Ejemplo 3.7.16. Supongamos que z =1+i = V2e"1. Entonces
210 = (144)1°
_ \/5106&10
5
= 32¢"27

i o5 0 ()

= 32i,
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P2 =1 +0)°1 -4
= \/556%5\@7671%7
= 266_Zg
77 7r
=64 (cos (=3) +isin (-3))
coS 5 +28in 5
= —641,
Ejemplo 3.7.17. Resolver 23 =1 en los complejos.
Solucién. Buscamos un nimero complejo z = |z[e’@8(2) tal que

1= 2% = |2]2eP8() = | 2|3 (cos(3arg(z)) + i sin(3arg(2)))

entonces

Por lo tanto |z| =1y

)

z) = 2m — arg(z) = 2m,
| i
)

(2)
z) = 41 — arg(z)
(2)

z) = 6w — arg(z) = 27, no me sirve, paro!

2
Entonces las soluciones de nuestra ecuacién son z; = 1, 20 = €'3", y 23 =

e'3™.

Im(z)i

ﬁ< s - Re(2)
N

Es un tridngulo inscripto en la circunferencia de radio 1 con vértice 1.

Ejemplo 3.7.18. Resolver 23 = 8i en los complejos.
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Solucién. Buscamos un niimero complejo z = |z[e?38(2) tal que

8i = 2% = |2|2e8(2) = |23 (cos(3arg(z)) + i sin(3arg(z)))

entonces
2> =8,
cos(3arg(z)) =0,
sin(3arg(z)) = 1.
Por lo tanto |z| =2y
3arg(z) = § — arg(z) = ¢,
3arg(z) = g + 27 — arg(z) = %71"
3arg(z) = § +4m — arg(z) = %77 —— %W’
3al‘g(z) = % + 671- — arg(z) = %67‘(" no me Sirve’ parO!

T .5
Entonces las soluciones de nuestra ecuacién son z; = 2e'6, zo = 2¢'6™, y

i§7r
z3 = 2e2".

Im(z)i

<2

3.8 Aplicacién

Como vimos al principio de esta seccion la definiciéon de los ntmeros
complejos nace de la necesidad de hallar las raices del siguiente polinomio

22 + 1.
Como vimos las raices de este polinomio son

1y —1i.
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Si a > 0, ;Cudles son las raices de 2 + a?
?4+a=0<=2?=—a=ai® = z=+ai.

;Podremos hallar las raices de p(z) = ax? + bx + ¢ con a # 07
Sabemos que si b2 — 4ac > 0 entonces p tiene dos raices reales

—b+ Vb2 — dac
2a '

Pero sabemos que no tiene raices reales si b> —4ac < 0. En este caso podemos
observar que
b’ — dac = (4ac — b?)i2.

Entonces cuando b? — 4ac < 0, p tiene las siguientes raices

—b+ividac — b2

2a

En realidad tenemos un resultado més general que se conoce con el nom-
bre de teorema fundamental del algebra:

Todo polinomio en una variable de grado mayor o igual que 1 con
coeficientes reales o complejos tiene por lo menos una raiz (real o compleja)

Ejemplo 3.8.1. Hallar las raices del siguiente polinomio p(x) = x> +x + 1.

Solucién. En este caso tenemos que a = b = ¢ = 1, entonces b*> —4ac = —3,
de lo que se deduce que p no tiene raices reales. Mostremos que las raices

complejas de p son
—b +ivdac — b2 —1+iV/3
2a ' 2 ’
—14iv/3
2

Comencemos por ver que z = es raiz:

p(58) - (459" (25)

- ()« (145)

=0

Para finalizar veamos que sucede con w = *1%‘/3 Notemos que w = Z.
Entonces

pw)=pF) =22 +Z+1=224+2+1=224+2+1=p(2) =0



