Algebra II

Primer cuatrimestre - 2026
Préctica 5
Anillos — Segunda parte: dlgebra conmutativa

Convencién. En esta practica la palabra anillo significara anillo conmutativo.

Ideales primos y maximales

1.1. Sean Iy J ideales de un anillo A.
(I) Pruebe que I] ={ajb;+:--+anbn:ai € I,b; € J,n € N}esunideal
(11) Pruebe queIJ CINJ.
(1) Pruebe quesi I+ ] = A, entonces I] =1nN7J.
1.2. Sean Iy, ..., I ideales de un anillo A y sea p C A un ideal primo tal que (;_; I; C p.
(I) Pruebe que existe 1 <i < ntalquel; Cp.
(11) Pruebe que si p = (i, Ii, entonces p = [; paraalgin1 < i < n.
1.3. Sean m,n € IN. Exprese a los siguientes ideales de Z como ideales principales:
(mmn),  (m+m), Mmnm), (mmn).
1.4. Sea I unideal de un anillo A. Pruebe que
VI={a €A :exister € N tal que a” € I}
es un ideal de A, que denominamos el radical de I.
1.5. Sea m € Z. Exprese a /(m) como ideal principal.
1.6. Sea A un anillo. Pruebe que:
(I) unideal p C A es primo si y solo si A/p es un dominio integro;
(1) unideal m C A es maximal si y solo si A/m es un cuerpo;
(111) un ideal maximal es primo.

1.7. Pruebe que si f: A — B es un morfismo de anillos, entonces para todo ideal primo p de B
se tiene que f~(p) es un ideal primo de A. ;Es cierto esto si reemplazamos la palabra primo por
maximal?



Dominios principales y de factorizacién tinica

Convencién. Denotaremos por Spec A al conjunto de todos los ideales primos de un anillo A.
2.1. Pruebe que si A es un DIP, entonces todo ideal primo no nulo de A es maximal.
2.2. Pruebe que m = (3, Y4 —X, Y12 - X3 4+Y—1) es un ideal maximal de Z[X, Y].

2.3. Sea k un cuerpo. Pruebe que sip € Speck[X], entonces existe f € p ménico e irreducible tal que
p = (f). Reciprocamente, todo ideal principal generado por un polinomio ménico e irreducible es
un ideal primo de k[X].

2.4. Sea A un anillo y p € Spec A. Pruebe que:
(I) Si B C A es un subanillo, entonces BN p € SpecB.

() SiI € Aesunidealy m: A — A/l es la proyeccién canénica, dado q € Spec A/, se tiene
wl(q) e Spec A.

(1) Sil C A esunideal tal que p D I, entonces p/I € Spec A/L

2.5. Pruebe que sip € SpecZ[X] y p N Z # (0), entonces existe un niimero primo p € N tal que o
bien p = (p) o bien existe un polinomio f € Z[X] ménico e irreducible sobre IF}, tal que p = (p, f).
Deduzca c6mo son todos los elementos de Spec Z[X].

2.6 (Nilradical). Sea A un anillo. Un elemento a € A es nilpotente si existe n € IN tal que a™ = 0.
El nilradical de A es el conjunto Nil(A) = /0 = {a € A : a es nilpotente}. Pruebe que

() Nil(A) es un ideal de A;
(1) Nil(A/Nil(A)) =0;
(1) Nil(A) = Npespec A P5
(1v) six € Nil(A), entonces 1+ x es inversible.

2.7 (Radical de Jacobson). Sea A un anillo. El radical de Jacobson de A es la interseccién J(A) de
todos los ideales maximales de A. Pruebe que x € J(A) si y solo si para caday € A se tiene
quel—xy e A*.

2.8. Pruebe que el ideal (2, X) C Z[X] no es principal.

2.9 (Maximo comun divisor). Sea A un anillo. Un mdximo comiin divisor de dos elementos a,b € A
es un elemento d € A que cumple la siguiente propiedad:

cld — cla y clb.
Pruebe que:
(1) si el médximo comun divisor de dos elementos existe, entonces es tinico salvo asociados;
(11) en un DFU, todo par de elementos tiene un méximo comun divisor;

(111) en un DIP, el méximo comtin divisor entre dos elementos es una combinacién lineal de los
mismos;

(Iv) el item anterior no es cierto si reemplazamos la palabra DIP por DFU;

(V) enel anillo Z[y/=3], los elementos 4 y 2 + 2y/—3 no tienen un maximo comtn divisor.



2.10. Pruebe que elideal (2,14 +/—5) C Z[v/—5] no es principal.

2.11. Pruebe que 2, 3, 1+ +/—5y 1 —+/—5 son irreducibles en Z[/—5], no asociados entre si.
Observando que 6 =2-3 = (14 +/-5) - (1 —+v/—5), concluya que Z[v/—5] no es un DFU.

2.12 (Primos Gaussianos). El objetivo de este ejercicio es caracterizar los primos (irreducibles) de
ZIi).

(I) Pruebe que un primo impar p € Z es congruente a 1 médulo 4 si y solo si la ecuacion
x*=-1 (médd p)
tiene solucién.

(1) Sea x € Z. Pruebe que si a + ib € Z[i] es un divisor de x, entonces a — ib también lo es.

(111) Pruebe que a +ib con b # 0 es un elemento irreducible de Z[i] si y solo si a? + b2 es un
primo de Z no congruente a 3 médulo 4.

(1v) Pruebe que un entero p € Z es un elemento irreducible de Z[i] si y solo si es un primo de Z
congruente a 3 médulo 4.

2.13 (Lema de Gauss). Sea A un DFU. El contenido de un polinomio
f=ap+a X+ -+ anX"™ € A[X]

es algiin méaximo comun divisor de sus coeficientes (observe que es tinico salvo asociados). Deci-
mos que f es primitivo si su contenido es una unidad. Pruebe que:

(I) un polinomio f = a- X + b de grado 1 es irreducible si y solo si es primitivo;
(11) el polinomio XZ + XY +1 € Q[X,Y, Z] es irreducible;

(111) todo polinomio g € A[X] puede escribirse como a - f con a € A el contenido de g y f un
polinomio primitivo.

(Iv) un polinomio f € A[X] es primitivo si y solo si para cada elemento irreducible p € A se tiene
que f no pertenece al nicleo del morfismo canénico A[X] — (A/(p))[X].

V) sif, g € A[X] son dos polinomios primitivos, entonces f - g es primitivo.
g p P gesp
(vI) el contenido de un producto es el producto de los contenidos de sus factores.

2.14. Sean f, g € Z[X] dos polinomios primitivos y h € Q[X]. Pruebe que si f = h - g entonces
h e Z[X].



