Algebra II

Primer cuatrimestre - 2026
Practica 4
Anillos

Definiciones y ejemplos

1.1. Pruebe que si A es un anillo en el que cada elemento no nulo tiene un inverso a izquierda,
entonces A es un anillo de divisién.

1.2. Sean A un anilloy a € A. Pruebe que si existe n € IN tal que a™ es invertible, entonces a es
invertible.

1.3 (Anillo opuesto). Sea A un anilloy *: A x A — A la operacién definida por
axb =Dbaq, Va,b e A.
Pruebe que (A, +, *) es un anillo. Lo llamamos el anillo opuesto de A y lo denotamos por A°P.

1.4 (Endomorfismos). Sea M un grupo abeliano. Pruebe que Endz(M), el conjunto de endomor-
fismos de grupo de M, es un anillo con la suma habitual de funciones y la composicién como
producto.

1.5 (Matrices). Sean A un anillo y n € IN. Pruebe que
Mn(A) = {a = (ag;) € A™<")

es un anillo con la suma y el producto usual de matrices. Pruebe que Z(My(A)) = Z(A) -id.
Deduzca que My (A) es conmutativo siy solosin =1y A es conmutativo.

1.6 (Anillos de funciones). Sean A un anillo y X un conjunto no vacio. Pruebe que
AX ={f: A = X: f es funcién}
es un anillo con las operaciones definidas por:

(f+9)(x) =
(f-g)(x) =

Caracterice cudndo resulta conmutativo.
1.7 (Funciones continuas). Seann € Ny U C R™ un abierto. Pruebe que
C(U) ={f: U— R : f es continua}
es un subanillo de RY.
1.8 (Unidades). Sea A un anillo. El grupo de unidades de A es el conjunto
A* ={a € A | aesinversible}

equipado con la multiplicacién de A.



(I) Pruebe que A* es un grupo.
(11) Halle las unidades de Z, Z[i] ={a+bi:a,bcZ}y ZV2] ={a+bVv2:a,be Z).
(111) Sea G un grupo. Pruebe que 1- G C Z[G]*. Halle un ejemplo en el que no valga la igualdad.
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1.9 (Idempotentes). Sea A un anillo. Un elemento e € A es idempotente si e~ = e. Pruebe que:

(I) si e € A es idempotente, el subconjunto eAe con las operaciones de A restringidas es un
anillo con unidad e. Decimos que eAe es la esquina de e en A.

(11) sie € A esidempotente, entonces 1 — e también lo es.
(111) si G un grupo finito y k un cuerpo en el que |G| # 0, entonces
1
e = @ Z g
geG
es un idempotente en k[G].

1.10. Pruebe que si X es un conjunto, entonces (P(X), A, N) es un anillo y todos sus elementos son
idempotentes.

1.11 (Algebras sobre un cuerpo). Sea k un cuerpo. Una k-dlgebra es un anillo A que es ademas
un k-espacio vectorial y satisface (A-a)b = a(A-b) = A-ab para todo a,b € Ay A € k. Una
subdlgebra de A es un subanillo que es a su vez un subespacio vectorial.

(I) Pruebe que para todo a € A la aplicaciéon Lqo: A — A, Lq(x) = ax es una transformacién
lineal.

(11) Pruebe que k[X], k[X, X1, Mn(k), k[G] y kX son k-algebras y que C(U) es una R-subélgebra
de RY para todo abierto U C R™.

Morfismos

2.1 (Caracteristica). Muestre que, dado un anillo A, hay exactamente un morfismo de anillos
XA: Z — A.La caracteristica de A es el inico nimero n € Ny tal que ker(xa) = nZ.

2.2. Muestre que para cada anillo A hay a lo sumo un morfismo de anillos Q — A y que puede
no haber ninguno.

2.3. Pruebe que el tnico morfismo de anillos f: R — IR es la identidad.
2.4. Sea k un cuerpo. Decida en cada caso si existe un morfismo de anillos f : A — B:
) A=Z[ilyB=R;
() A =Z[V-5lyB=2Z[3];
(m) A=kyB=Mn(k);
(Iv) A=Mn(k)yB=k.

2.5 (Algebras de dimensién finita). Sea k un cuerpo. Un morfismo entre dos k-algebras es un
morfismo de anillos f: A — B que es ademds una transformacién lineal. Pruebe que toda k-
dlgebra A de dimensién finita n € IN sobre k es isomorfa a una subélgebra de My, (k).



2.6. Sean A un anillo y G un grupo. Pruebe que la asignacién

hom(Z[G], A) — hom(G, U(A))
f— f|G

es biyectiva.

Ideales

3.1. Sea J una familia de ideales a izquierda (resp. a derecha, bilateros) de un anillo A.

(1) Muestre que [);¢q I es unideal a izquierda (resp. a derecha, bilatero) de A. Se trata del ideal
mas grande contenido en todos los ideales de J.

(I1) Muestre que ) ;.4 I es unideal a izquierda (resp. a derecha, bildtero) de A. Se trata del ideal
mas chico que contiene a todos los ideales de J.

3.2 (Ideales bilateros del anillo de matrices). Sea A un anillo.

(I) Sean I C A un ideal bildtero y n € IN. Sea M, (I) € M, (A) el subconjunto de las matrices
de M (A) que tienen todos sus coeficientes en 1. Muestre que My, (I) es un ideal bildtero
de My (A).

(11) Pruebe quesi] € My (A) es un ideal bildtero, entonces existe un ideal bilatero I C A tal que
] =Mn(I).

(111) Pruebe que si k es un cuerpo entonces My, (k) es simple, es decir, sus tinicos ideales bilateros
son 0y Mnp (k).

3.3 (Ideales a izquierda del anillo de matrices). Sea k un cuerpo.

(I) Sean V C k™ un subespacio vectorial e Iy el subconjunto de My, (k) formado por todas las
matrices cuyas filas pertenecen a V. Pruebe que Iy es un ideal a izquierda de My, (k).

(1) Pruebe que todo ideal a izquierda de My, (k) es de la forma Iy para algtin subespacio V
de k™.

Cocientes

4.1. Pruebe que:
(1) A[X]/(X—1) = A para todo anillo A;
(1) Z[Dxl/(r™ —1) = Z[Dm], sim|n;
(1) Z/mnZ = Z/mZ x Z/nZ si my n son coprimos.
(Iv) Mn(A)/Mn(I) = My, (A/I) para todo anillo A e ideal bildtero 1.

4.2. Sean I C A un ideal bilateroe I[X] ={ap+---anX®* € A[X]| :n € N,q; € IVi e {0,...,n}}
Pruebe que I[X] es un ideal bildtero de A[X] y que A[X]/I[X] = (A/T)[X].

4.3. Sea k un cuerpo. Sean G un grupo, H < G un subgrupo normal, y 7 : G — G/H la proyec-
cién candnica. Muestre que 7 determina un morfismo sobreyectivo de anillos k[G] — k[G/H] y
describa su ntcleo.



