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Practica de Laboratorio N° 3

Método de Gradiente Conjugado (Cuadréticas)
Sea f:R™ — R dada por %a:TAx +bazT + ¢ con A € R"*" definida positiva, b € R", c € R. La
idea consiste en que las direcciones conjugadas {do, . .., d;} sean definidas a partir del gradiente de

f. Sea zp € R", se define dy = =V f(xg) y, para k =0,1,...,n — 2 se define:

A" = —V f(ws1) + Brd

donde B es calculado de manera tal que dy y di41 sean A-conjugados:

(dp)" AV f (xp11)
(di)T Ady,

Br =
Obs:
e d;. son direcciones de descenso

e la secuencia definida anteriormente alcanza el minimizador x* en n pasos.

Ejercicio 1 Implementar el método de gradiente conjugado descripto anteriormente y usarlo para
minimzar la funcién f(z) = %xth — B! .z, donde la matriz Q estd dada por:

Q1 Q2 Q3 Q4
Q= <Q2 Q1 Q2 Q3>

Q3 Q2 Q1 Q2

Q4 Q3Q2Q1

donde Q1=[12 8 7 6;8 12 8 7;7 8 12 8;6 7 8 12]
Q2=[83210;2321;1232;012 3]
Q3=[2 1 00;1210;0121;001 2]
Q4=[1 00 0;01 0 0;0010;000 1]
B=-[1;1;1;1;0;0;0;0;1;1;1;1;0;0;0;0]

Método de Gradiente Conjugado (Extensién para funciones no cuadréticas)

Se deben encontrar otras maneras de obtener la longitud del paso ti y el coeficiente 8. El paso
se busca como hemos hecho antes usando Armijo, por ejemplo.

Para definir el coeficiente §; se puede utilizar la férmula de Fletcher y Reeves:

FR _ Vf(wkH)TVf(UCkH)
V@RIV f(2b)

Gradientes Conjugados para funciones no cuadraticas no necesariamente terminan en n pasos.
Una practica que da buenos resultados es reiniciar el g cada n iteraciones.

Ejercicio 2 Usar el algoritmo de Fletcher-Reeves para hallar el minimo de f(z) = 100(xg —27)?

+
(1—21)?%. Usarlo con tres puntos de partida distintos: z¢ = (—2,2), 70 = (2, —2), y 2o = (=2, —2).



Métodos de Cuasi-Newton

La idea, como en el caso del Método de Newton, es aproximar f mediante una expresion
cuadrética. Sin embargo, en los métodos cuasi-Newton, se utiliza, en vez de H f(x), una matriz By
que sea simétrica definida positiva.

Algoritmo general de un método Cuasi-Newton

Dados: f, xg € R™, Hy € R™*"™ definida positiva, € > 0, kpyax > 0, k = 0.
while [|Vf(zk)|| > ¢, |[xp+1 — 2kl > ey k < kaprax

defino dy, = —HV f(zy)

tomo t; por Armijo, Wolfe, etc

hacer zp+1 = x) + trdy

Determinar Hy

k=k+1

end

Obs: Como Hjy podemos tomar la identidad, ya que es definida positiva. También podria
tomarse H f(xg) si es definida positiva.

Sean ¢* = Vf(zF*!) — Vf(aF) y p* = 21 — 2% se demuestra que una propiedad que debe
satisfacer Hyy1 definida por el algoritmo es que:

Hend =p° ¥i=0,1,....k

Método DFP (Davindon, Fletcher y Powell)
pk(pk)T B Hqu(qk)THk
(V)T (¢")T Hyg*
Método BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb y Shanno)
(¢")" Hyg" ) PPN pM(eM) Hy + Hyg"(pF)"

®")Td" ) (pF)" )"
Ejercicio 3 Implementar los algoritmos para DFP y BFGS y aplicarlos a la funcién de Rosenbrock
y comparar ambos métodos.

Hyyy = Hi +

Hk+1_Hk+< +

Perfil de desempeno

Disenado por Dolan y Moré en 2001 y es una herramienta que se emplea para comparar la
aptitud de distintos algoritmos para resolver un conjunto de problemas.

Dados un conjunto de problemas P y un conjunto de algoritmos S, definimos como c; el costo
de resolver el problema p € P con el algoritmo s € §. Si el algoritmo s no puede resolver el
problema p, se define c¢5;, = M con M € R un valor adecuado de manera tal que:

csp = M & el algoritmo s no resuelve el problema p

Se asume que al menos un algoritmo resuelve el problema p. Definimos el indice de desempenio
relativo como:

Csp
min{c;,: j € S}

Tsp =

Observar que rg, p > 1y, sirg, = 1, entonces es algoritmo s es uno de los mejores (o el mejor)
para resolver el problema p. Mientras mayor sea rs,, peor es el desempeno de s al resolver p.
Finalmente, definimos la funcién de desempeno ps : [1,4+00) — [0, 1] para el algoritmo s como:



_ H#H{peP:rg, <71}
pS(T)_ #P

Asi, ps(7) es el porcentaje de problemas que el algoritmo s resuelve con hasta 7 veces el costo
del algoritmo més eficiente. Por ejemplo, ps(1) es la proporcién de problemas que el algoritmo s
resuelve con el menor costo.

Si se define:

ax Tsp

Tmazx = m
s€S,pEP 1 csp<M

se tiene que ps(Tmaz) €s el nimero de problemas resueltos por el algoritmo s. El valor ps(1) se
denomina la eficiencia de s y ps(Tmaz) €s su robustez.

La definicion del costo esta relacionada a la medida de desempefio que se quiera estudiar. Se
puede considerar como costo al tiempo que necesita el algoritmo para resolver el problema, a la
cantidad de iteraciones, a la cantidad de veces que es evaluada la funcién objetivo, etc.

Para analizar el perfil de desempefio se suelen graficar en conjunto las funciones ps para cada
seSs.

Ejercicio 4 Supongamos que tenemos cuatro algoritmos S = {Ag, A1, A2, A3} y queremos com-
parar su desempeno en base a seis problemas P = {Py, Py, P», P3, Py, Ps}. Consideraremos como
costo cs;, a la cantidad de iteraciones que necesita el algoritmo s para resolver el problema p. Si
no puede resolverlo, asignamos ¢, , = 10%. Por “no puede resolverlo” entendemos que el algoritmo
s supera el limite de iteraciones.

Obviamente, el primer paso consiste en ejecutar cada uno de los cuatro algoritmos sobre cada
problema y registrar el costo (iteraciones) de cada uno. Asi, podemos formar la matriz C' de costos:

23 45 12 54
56 34 67 11
108 108 15 10
108 108 120 108
19 56 108 37
108 111 56 108

Implementar una funciéon que calcule la matriz R y grafique el desempeno de cada algoritmo.



