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OPTIMIZACION

Primer Cuatrimestre 2025

Practica de Laboratorio N° 2

Ejercicio 1 Implemente una funcién optim, que tome como entradas la funcién f, un punto inicial
2 y el tamafo de paso (fijo) a, para encontrar el minimo de la funcién usando descenso por el
gradiente. La funcién debe retornar el valor encontrado, la cantidad de iteraciones y un gréfico
donde se muestren conjuntamente los puntos que recorre el algoritmo junto con un grafico de f.
Para esto iltimo puede utilizar la funcién contourf. Testear con la funcién f(z1,z2) = sin(x; +
x2) + cos(w1)?, tomando 2° = (0, —1) y pasos @ = 0.1,0.01, 1. ;Qué observa en cada caso?

Ejercicio 2 Dada ¢ : R — R, implementar funciones que realicen una biisqueda inexacta del valor
de t que minimiza ¢(t) para t > 0, segun:

(a) La regla de Armijo.
(b) La regla de Goldstein.
(c) El criterio de Wolfe.

Los parametros deben tener un valor predefinido, pero el usuario debe tener la opcién de elegirlos.
En el caso del criterio Wolfe, implementar dos métodos para la funciéon: uno en el que el usuario
s6lo provee ¢ y la derivada se estima por diferencias finitas, y uno en el que usuario ingresa también

¢'.

Ejercicio 3 Modificar la funciéon implementada en el ejercicio 3, donde el el paso ahora es deter-

minado por una busqueda lineal en cada iteracién. El usuario debe tener la posibilidad de ingresar

a mano el gradiente y que tipo de regla usar para definir el paso. En caso de que esto no ocurra,

el programa debe calcular el gradiente usando el paquete ForwardDiff.jl y un paso « fijo.
Testear el algoritmo con las funciones:

(a) Rosenbrock: f(x,y) = 100(y — z%)?> + (z — 1)2, cuyo minimo es (z,y) = (1,1).

(b) Wood: f(x) = 100(xa—2%)2+(1—21)?4+90(x4—22)2+(1—23)?+10(va+24—2)2+0.1 (22 —24)?,
cuyo minimo se encuentra en z = (1,1,1,1).

(c) Freudenstein y Roth: f(x) = (=13 + x1 + ((6 — x2)z2 — 2)22)? + (=29 + 21 + ((22 +
1)ze — 14)12)%, cuyo minimo estd en (5,4), pero que también tiene un minimo local en
(11.41...,-0.89...).

Ejercicio 4 Implementar el algoritmo de Newton puro. El usuario debe tener la posibilidad de
ingresar a mano el gradiente y la matriz hessiana. Testear el algoritmo con las funciones del
Ejercicio



Ejercicio 5 Un defecto del método del gradiente es que su convergencia puede resultar muy lenta,
incluso para funciones cuadraticas. Esto se debe a que el gradiente se ve afectado por problemas
de escala, que podria resolverse mediante un re-escale de las variables. Una heuristica para lograr
esto es tomar como direcciéon de descenso —Dggr, donde Dy es una matriz diagonal que aproxima
la diagonal de H,;l. Implementar este algoritmo.

Para las funciones del Ejercicio [3], comparar el niimero de iteraciones y el tiempo de ejecucion
(mediante el macro @time), de los métodos del gradiente, de Newton y el de gradiente re-escalado.

Ejercicio 6 El método de Levenberg-Marquardt consiste en tomar como direcciéon de descenso
—(Hy + pxI) gy, donde py se elige en cada paso de manera tal que si Hy es definida positiva,
wr = 0, y en caso contrario, u es tal que Hy, + pil resulte definida positiva. En la préctica, esto
equivale a un método intermedio entre Newton (u; = 0) y el gradiente (u; grande). La eleccién de
i, puede resultar compleja, dado que uno querria que pui ~ —A\, donde A es el autovalor negativo
de Hy de maximo modulo, y el calculo de autovalores es un problema complicado.

Implementar el algoritmo de Levenberg-Marquardt tomando p; como el minimo autovalor de
H; + un valor &g.

Aplicar el método a la funcién de Beale:

flz,y) = (1.5 — x4+ 2y)* + (2.25 — x + 2y?)? + (2.625 — z + xy°)?,
cuyo minimo se encuentra en (3,0.5) y a la funcién de Ackley:

f(:):,y) — _90e7 02 0.5(x2+y2) _ e0,5(c0527rac—|-cos27ry) +e+20,
cuyo minimo absoluto esta en el origen.

Ejercicio 7 Ajuste algebraico de circulos. Dados n puntos en el plano (x1,91),..., (Zn,Yn)
provenientes de mediciones que se sabe deberian corresponder a un circulo, se desea hallar el circulo:

C:az?+y?—2ax—28y —v =0,

que mejor ajusta los datos. El enfoque algebraico propone realizar el ajuste sobre la ecuacion del
circulo. Es decir, plantea buscar los valores de los pardametros «, 3,y de manera que se minimice
el funcional:

n n

2 2
F(a,B,7) = Z (azf + 92 — 2am; — 2By; — fy) = Z (20[% +28yi +v — r?) ,
i=1 =1
donde en la dltima expresién tomamos 2 = :1:12 + y?

S

(a) Mostrar que la expresiéon para C (elegida por conveniencia) es general y puede describir
cualquier circulo.

(b) Dar las ecuaciones del centro y del radio de C' en funcién «, 5y .

(c) Observar que el ajuste resulta lineal en los pardmetros y por lo tanto se trata de un problema
de cuadrados minimos estandar.

Ejercicio 8 Ajuste geométrico de circulos. En el mismo contexto del ejercicio anterior, se
quiere realizar un ajuste geométrico, de modo que el circulo minimice la suma de las distancias a
los puntos (x;,y;). Para esto conviene expresar el circulo como:

C:(x—a)*+ (y—b)?=r2%



(a) Dar una expresién para la distancia del punto (x;,y;) al circulo C.

(b) Escribir el funcional a minimizar, dado por la suma de los cuadrados de las distancias a C'.
Observar que la minimizacién de este funcional constituye un problema de cuadrados minimos
no lineal.

(c) Implemente un programa que genere datos aleatorios sobre un circulo, perturbados con un
error alteatorio. Resolver implementanto el método de Newton, el método de Gauss-Newton
(junto con la modificacién de Levenberg-Marquardt) y comparar. Pueden ser ttiles las fun-
ciones ForwardDiff .hessian y ForwardDiff. jacobian. Sugerencia: El valor inicial para
iterar puede estar dado por una solucién dada por lo hecho en el ejercicio previo.

Ejercicio 9 (Compresién de imagenes usando SVD) El problema de comprimir una imagen lo
podemos pensar como un problema de cuadrados minimos: dado un conjunto de datos (los valores
de los pixeles de una imagen), buscamos una manera de aproximar los datos lo mejor posible, en
algin sentido, almacenando una cantidad dada de informacién. Dada una matriz A € R™*" y
su descomposicién en valores singulares con vectores singulares {u;} y {v;} a izquierda y derecha
respectivamente y valores singulares {o;}, la matriz:

T
§ : t

B,« = JjUj’Uj,
j=1

es la que mejor aproxima a A en norma 2, entre todas las matrices de rango r. Observar que
para almacenar la matriz B, no hace falta guardar m x n casilleros, sino sélo r x m para los vectores
u, mas r X n para los vectores v, mas r para los valores singulares.

Tomemos como ejemplo la siguiente imagen. Las siguientes operacions seran ttiles:

Cédigo en Julia

using LinearAlgebra,Plots, Images #importamos los paquetes necesarios

img = load("vermeer.jpg") #para guardar la imagen en una variable img
im_gris = Gray.(img) #para transformar la imagen a escala de grises

(a) Trabajemos con la imagen en escala de grises. Realizar la descomposicién en valores singulares
de la imagen y graficar los valores de o. Utilizar los comandos svd y scatter.

(b) A partir del grafico pensar un criterio razonable para la eleccién de un nimero r de valores
singulares a conservar en la imagen comprimida. Recomponer la imagen usando sélo esos
valores singulares. Tener en cuenta que la matriz recompuesta es una matriz de niimeros que
es necesario convertir a formato Gray.

(¢c) Como nos interesa generar una imagen comprimida, creamos un nuevo tipo de variable, al
que llamaremos ImageSVD:


https://drive.google.com/file/d/11Gd2-bMOtjFp99LKlZ5MT5-_KmS4EWui/view?usp=sharing

Cédigo en Julia

struct ImageSVD
u: :Matrix{Float64}

v::Matrix{Float64}
s::Vector{Float64}
m::Int64
n::Int64

end

\

La idea de esta estructura es que: u € R™*" y v € R™ " contienen los primeros r vectores
singulares de cada lado y o € R" tiene los valores singulares almacenados. m x n es el tamano
de la imagen original. ImageSVD no es realmente una imagen, sino que se corresponde a
la imagen comprimida. Dado un objeto de tipo ImageSVD, la imagen puede reconstruirse
completando las matrices u y v y el vector o para que tengan el mismo tamano que los
originales (usando n y m) y realizando las multiplicaciones para reconstruir la matriz.

Si ya tenemos disponibles los elementos que van a formar parte de la imagen comprimida
(u,v,0, n y m), podemos crear una variable de tipo ImageSVD, del siguiente modo:

im_comp = ImageSVD(u,v,s,m,n)
(d) Implementar una funcién ‘comprimir* que reciba una imagen en escala de grises y un nimero
r y genere un objeto de tipo ImageSVD con la informacién correspondiente a la imagen

comprimida. Probar la funciéon. Para acceder a las distintas componentes de la imagen
comprimida se utiliza el nombre de la variable, punto, el nombre del campo. Por ejemplo:

U = im_comp.u

(e) Implementar una funcién descomprimir que tome como input una variable de tipo ImageSVD,
reconstruya la matriz y devuelva una imagen en escala de grises. Testear la funcién.

Ejercicio 10 Implementar los ejercicios que tienen un (*) de la Préctica 1.



