Geometria Diferencial
Primer cuatrimestre - 2025
Practica 4

1. Sea f : M — N una funcién suave. Se define el pullback f* : QK(N) = Q*(M) como
(ffw)p(vi, .., Vi) = Wep) (dpfve), ..., dpfvi))
paracadap € M.

a) Probar que f* estd bien definido (es decir, probar que f*w es una k-forma).

b) Probar quesif: M — N, g: N — P son suaves, entonces (g o f)*w = f*g*w para toda
w € QK(P).

c) Probar que f*(h-w) = (hof) - f*(w)siw € QK(N) yh e C®(N).
d) Probar que f*(w An) = f*w A f*n si w y 1 son formas de N.
e) Probar que si (U, @) es una carta, entonces ¢*(dx;) = dg;.

2. Si Uy V son abiertos de R™ y f : U — V es diferenciable, entonces

n

*(dxi) :Z

of;
*(g-dxg A--- Adxn) :gof-det<—l)_ cdxq A\ Adxn
aX)' i,j

paracadaie{l,...,n}ycadage C®(V).
3. Sea M una variedad diferenciable y (U, @), (V,{) dos cartas. Probar que
dpy A+ Adbn = det(D(o @ 1))der A+~ Aden

4. Sean wy, ..., w, € QY(M) y X1,..., Xy € X(M). Probar que
(wl/\m/\wr)(Xl,...,XT) :det(wl(X)))

5. Sea w € QK(M) y X1,...,Xx+1 € X(M). Probar la férmula

k+1

dw(Xy, ..., Xkq1) = Z(*l)i_lxiw(xlw--,Xi,---,xkﬂ)
i=1

+Z 1_H(,U XUX]Xl,...,Xi,...,Xj,...,Xk+1)

i<j
6. Sea X € X(M). Se define la contraccién por X, tx : QK (M) —» Q* (M), como
ixw(Xq, .., Xx—1) = w(X, Xq, .0, Xie1)

para cualesquiera Xy, ..., Xx_1 € X(M). Probar que



a) x esta bien definido y es C*°(M)-lineal.
b) siw; € QM) y wp € QY(M),

ix (w1 Awy) = txwy Awy 4+ (—1)*wg A txws.
c) siY es otro campo, tx oty = —Ly o Lx.

d) si (U, @) esuna cartayX‘u =3 X;04,

ix(dei, A--Adey, ) =

)

k
(_1)]Xijd(pi1 AREE /\d(pl) AREE /\d(pik
=1

para cualesquiera i, ..., iy.
7. Sea F: R? — RR3 un campo diferenciable en el sentido cldsico.

a) Demostrar que w}c (x)(v) = (F(x),v) define una 1-forma en R3. Encontrar las coordena-
das de w]lE en la base {dx, dy, dz}. Reciprocamente, si w es una 1-forma en R3, probar
que w determina un tnico campo G en R? tal que w = w16.

b) Demostrar que w%(x) (v,w) = (F(x),v x w) define una 2-forma en R3. Calcular sus

coordenadas en la base {dx A dy, dz A dx, dy /\ dz}. Reciprocamente, probar que toda

2-forma w define un tnico campo G en R? tal que w% = w.

c) Probar que
dw% = wZVxF
y
dw? = (V- F)dx A dy Adz.
Deducir la férmula V - (V x F) = 0.
d) Sea f:R3 — R una funcién suave. Deducir la férmula V x (Vf) =0
8. Sea M una variedad. Decimos que una forma w € Q%(M) es cerrada si dw = 0y que es
exacta si existe una forman € Q*—1(M) tal que dn = w.
a) Una forma exacta es cerrada.

b) Si wy w’ son formas cerradas y w’’ es exacta, entonces w A w’ es cerraday w A w” es
exacta.

c) Sif: M — N es una funcién diferenciable entre variedades y w € QQ®(N) es una forma
cerrada (exacta), entonces f*(w) es cerrada (exacta).

9. Sea M una variedad diferencial de dimensién n. Probar que las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a) Para cada p € M existe una orientaciéon o(p) del espacio tangente T, M que varia sua-
vemente con p € M.

b) Existe un atlas orientado de M, es decir, un atlas {(Uy, @« )}xca tal que det(D(¢@« o
(pgl)) > 0 para todo «, 3.

¢) Existe una n-forma w nunca nula en M, es decir, wy, # 0 para cadap € M.

10. Sea M una variedad de dimensién n y sean wq, wy € Q™ (M) dos n-formas sobre M que no
se anulan en ningiin punto.



11.

12.

13.

14.

15.
16.
17.
18.

19.

20.

a) Para cada w € Q™ (M) existe una tinica funcién f € C*°(M) tal que w = - wy.

b) Las formas w; y wy inducen la misma orientacién de M si y solo si la funcién f €
C*®(M) tal que wy = f - w; es positiva.

Probar que
n+1 ) -
w= Z (1) Ixgdxg A Adxg A Adxn g
i=1

es una n-forma en R"*! y que si S™ — R™*! es la inclusién, entonces i*w es una forma

de volumen. Mas aun, w = 1x(Vol) donde Vol = dx; A ... A\ dx es la forma de volumen
X 1 n-+1

estdndar en R y X = 5~ x;9;.

Una variedad que posee un atlas con exactamente dos cartas cuyos dominios se intersecan
en un conexo es orientable. ;Puede relajar alguna de estas hip6tesis manteniendo la conclu-
siéon?

Si M es una variedad de dimensién dos que tiene un atlas tal que todas las funciones de

transicion correspondientes son funciones holomorfas, entonces M es orientable.

Sean U C R™ un abierto, F : U — R una funcién diferenciable y p € R un valor regular.
Probar que F~1(p) es orientable.

Si M es una variedad, entonces las variedades TM y T*M son orientables.
Una variedad paralelizable es orientable. En particular, un grupo de Lie es orientable.
Si M y N son variedades no vacias, entonces M x N es orientable si y solo si M y N lo son.

El revestimiento de orientaciones Sea M una variedad, sea M el conjunto de pares (x,0) con
x € My o una orientacién de TyM y sea p : M — M la funcién tal que p(x, 0) = x para todo
(x,0) € M.

a) Muestre que M es, de manera natural, una variedad. Con respecto a esa estructura, la
funcién p : M — M es un revestimiento diferenciable de dos hojas.

b) La variedad M es orientable.

c) Lavariedad M es orientable si y solamente si existe una funcién diferenciable s : M. —
Mtal que pos =idp.

d) Una variedad simplemente conexa es orientable.

e) Una variedad conexa cuyo grupo fundamental no contiene subgrupos de indice 2 es
orientable.

Sean M, N variedades orientadas y f : M — N un difeomorfismo local. Decimos que f pre-
serva la orientacion en p si dpf : ToM — T¢(,)N es un isomorfismo de espacios vectoriales
orientados.

a) Sean (U, @)y (V, ) cartas positivas de M y N respectivamente. Sea p € U. Demostrar
que f preserva la orientacién en p si y solo si det(D({pofo e 1) >0

b) Probar que si wp y wy definen las orientaciones de M y N respectivamente y (f*wn )p
(p(p)pr, f preserva la orientacién en p si y solo si ¢(p) > 0.

Sea M una variedad diferenciable conexa y orientada y G un grupo discreto actuando en
M de forma propiamente discontinua por difeomorfismos tal que el cociente M /G es Haus-
dorff. Probar que M/G es orientable si y sélo si para cada g € G el difeomorfismop — g - p
preserva la orientacion.



21. Probar que la banda de Mobius y la botella de Klein no son orientables.
22. Probar que P™(IR) es orientable si y solo si n es impar.
23. Sea M una variedad diferenciable conexa de dimensién 1.

a) Probar que, si M es orientable, admite un campo tangente nunca nulo.

b) Probar que, si M es orientable, es difeomorfa a SloaRR.

c) Probar que todo difeomorfismo © : R — IR que invierte la orientacién tiene un punto
fijo.

d) Probar que M es orientable y concluir que es difeomorfa a S* o a R.
Sugerencia: Considerar el revestimiento universal de M.

24. Una variedad simpléctica (M, w) es una variedad M de dimensién 2n provista de una 2-
forma cerrada w no degenerada (es decir, para todop € My v € T, M, existe w € T, M tal
que wp (v, w) # 0). Probar que toda variedad simpléctica (M, w) es orientable.

25. Sea M una variedad diferencial de dimensién n y T*M su fibrado cotangente.

a) Sea (U, p)unacartade My ® = (@1,...,¢n,doq,...,don)lacarta@ : T"U — @(U) x
R™ inducida por (U, ¢). Tomamos la 2-forma en T*U dada por

n
Z doi A d@n -

i=1

Probar que esta forma no depende de la carta (U, ¢) y deducir que esta construccién
define una 2-forma global w en T*M.

b) Probar que (T*M, w) es simpléctica.



