CALCULO AVANZADO PRIMER CUATRIMESTRE DE 2024

PrRAcCTICA 0: REPASO

Ejercicio 1. Mostrar que en un cuerpo totalmente ordenado arquimediano son equivalentes las
afirmaciones siguientes (;dénde se usa la arquimedianidad?):

1. toda sucesién acotada tiene una subsucesién convergente;
2. toda sucesién de Cauchy es convergente;
3. si (In)n>1 es un encaje de intervalos cerrados cuyas longitudes tienden a cero, entonces

o
existe un Unico z € ﬂ I;

n=1

4. todo conjunto acotado superiormente y no vacio tiene supremo;

5. toda sucesién monodtona y acotada superiormente tiene supremo.

Ejercicio 2.

i) Sean x,y € R tales que y — xz > 1. Mostrar que existe un entero k tal que x < k < y.

ii) Sean x,y € R tales que = < y. Mostrar que existe r € Q tal que z < r < y.

iii) Sean r,s € Q tales que r > s. Mostrar que existe un nimero irracional entre r y s.

iv) Sean x,y € R tales que x < y. Mostrar que existe un ntimero irracional entre z e y.

Ejercicio 3. Probar que para cada x € R, existe una sucesiéon (g,)neny C Q estrictamente
decreciente tal que g, > = para todon € Ny lim ¢, = x.
n—oo

Ejercicio 4. Sean = = (21,...,Zy) € R™ y ¢ > 0. Mostrar que existe ¢ = (q1,...,qm) € Q™

m

tal aue o gl = (Y —a?) <=

=1

Ejercicio 5. Sea A = {% / meZ,née N}. Probar que A es denso en R.

m
Analizar la misma situacion para el conjunto B = {b—n / meZ,née€ N}, donde b € R+ .

Ejercicio 6. Sean (an)nen, (bn)nen ¥ (¢n)nen sucesiones de niimeros reales tales que
i) I3ng € N:Vn > ng, an < by, < cp;

ii) lim a, = lim ¢, =¢.

Probar que lim b, = /.
n—oo



Ejercicio 7. Sea (a,)nen una sucesién de nimeros reales acotada.
i) Probar que o = limsup a,, si y sélo si para cada ¢ > 0 se verifica:
a) dng € N tal que Vn > ng, a, < o + ¢;

b) Vn e N 3Im >n tal que a, > o — €.
ii) Demostrar que a = limsup a,, si y sélo si se verifican las dos condiciones siguientes:

a) Existe una subsucesién (an,)jen tal que ‘lim an; = @;
J o0

b) si (an,)jen es una subsucesién convergente, entonces li’)m an; < a.
j—o0

Ejercicio 8. Sea (ap)neny C R. Probar que lim an = £ si y sblo si limsup a,, = liminf a,, = £.
n [o.¢]

Ejercicio 9. Sean (a,)nen, (bn)nen sucesiones reales acotadas. Probar que:

i) limsup(a, + b,) < limsup a,, + limsup b,,.
ii) limsup(ay, - by) < limsup a,, - lim sup by, si ay,, b, > 0.
iii) Si ¢ > 0 entonces, limsup(c- a,) = ¢ limsup ay,.

Enunciar y probar resultados andlogos para liminf.

Ejercicio 10. Sea (ap)nen C Rsg.
a a
ntl < liminf /a, <limsup Va, < limsup ntl
Qnp

n

i) Probar que: liminf

.. . . . ; Gp41 ’
ii) Deducir que si existe lim = A € R, entonces, lim a, = A.
n—00 (U n—o0

3
=[5

iii) Calcular lim
o0

n—
iv) Sea
o sin=2k—1,
an =19 % ]
3% sin= 2k.

Calcular los limites superiores e inferiores del item i) para esta sucesién. Decidir si los

limites del {tem ii) existen y, de ser asi, calcularlos.

v) Sea
2% sin=2k-—1,
Gy 1= 1 )
=1 sin = 2k.

Calcular los limites superiores e inferiores del item i) para esta sucesién. Decidir si los

limites del {tem ii) existen y, de ser asi, calcularlos.

Ejercicio 11. Sean z,y € Ry (2;)i>0, (y;)j>0 desarrollos de ambos en base b > 1. Se supone

que el desarrollo de y es infinito, i.e., para todo n € N existe ¢ > n con y; > 0.



i) Probar que si x; = y; para todoi <n—1y x, < y,, entonces x < y.

ii) Deducir que el orden entre x e y es el mismo que el de los primeros términos en que difieren
sus desarrollos.

iii) Manteniendo las hipdtesis de i), sea z € [z, y]. Probar que entonces z tiene un desarrollo
en base b con z; = x; = y; para todo i <n — 1.

Ejercicio 12. Hallar el desarrollo en base 2, 3 y 16 de los ntimeros 2,25; 10,7; 27 y 255.

Ejercicio 13. Demostrar las siguientes igualdades de conjuntos:

-JAi =B -A).

el el
i) B—()A4i=]JB-4)
el el
i) | J(4:inB)=Bn (UAZ).
el i€l

Ejercicio 14. Sea (A, )nen una familia de conjuntos y sea A = U A,. Hallar una familia de
neN
conjuntos (By)nen que verifique simultdneamente:
a) B, C A, para cada n € N;

b) BkﬂBjZQ si k£ j;

c) A= U B,.
neN

Ejercicio 15. Sea f : X — Y una funcién y sean A y B subconjuntos de X.

i) Demostrar que:

a) f(AUB) = f(A)U f(B).
b) f(ANB) < f(A)N f(B).

ii) Generalizar al caso de uniones e intersecciones infinitas.

iii) Exhibir un ejemplo donde la inclusién en i) b) sea estricta.

Ejercicio 16. Sean f: X — Y una funcién, A C X y B, By, Bo C Y. Demostrar que:

AC FU(F(A).
F(F7(B)) C B.
Y - B)=X - f(B),

“HB1UBy) = f1(B1) U f1(By).

i)
ii)
i) f
) f

iv



v) fTHBiNBy) = f~1(B1) N fH(Ba).

Generalizar iv) y v) al caso de uniones e intersecciones infinitas.

Ejercicio 17. Sea f : X — Y una funcién. Probar que f(f~'(B)) = B para cada BC Y siy
solo si f es suryectiva.

Ejercicio 18. Sea f: X — Y una funcién. Probar que las siguientes propiedades son equiva-
lentes:

1. f es inyectiva;

2. (AﬂB) f(A) N f(B) para todos A, B C X

3. (f(A)) = A para todo A C X;

4. f(A)N f(B) = 0 para todo par de subconjuntos A, B tales que AN B = (J;
) =

5. f(A—B) = f(A) — f(B) para todo BC AC X.

Ejercicio 19. Para cada subconjunto S de un conjunto A dado se define la funcion caracteristica
de S, Xg: A — {0,1}, por
1 sia€s,
Xs(a) = .
0 siag¢sS.
Probar que:
i) Xsnr = Xs - Xp para todo par de subconjuntos S,T C A.
il) X4_g =1— Xg para todo S C A.

iii) Xs + Xr = Xsur + Xsnr para todo par de subconjuntos S, T C A.



