ANALISIS AVANZADO - PRIMER CUATRIMESTRE DE 2025

Practica 3

1. Pruebe que los siguientes son espacios métricos. Dibuje, en cada caso, una bola
abierta.

(a) R con d(z,y) = |z — y|.

)

(b) R™ con da(z,y) = (Y0 (z; — yi)2)1/2-

(c) R"™ con di(z,y) =Y iy @i — il

(d) R"™ con doo(z,y) = maxi<i<p |Ti — yil.

e)
)

C([0,1]) con doo(f, 9) = maxo<i<i [f(t) — g(t)]-

FE un conjunto no vacio, con la métrica

(
(f

5z, y) 0 sixz=uy,
T,Y) =
Y 1 siz#y.

2. Decida cudles de las siguiente funciones definidas en R x R son métricas en R:
(a) d(xvy) = (3}‘ - y)27 (b) d(xay) = |$ - y|7 (C) d(.I,y) = |JJ2 - y2‘

3. Halle interior y clausura de cada uno de los siguientes subconjuntos de R. Determine
cuales son abiertos o cerrados.

(a) [0.1] () Q (e) Z (8) {%
(b) (0,1) (d) @N0,1] (®) 0, nuf2r (b {;:neNpU{0}

4. Sea (E,d) un espacio métrico. Sean x € E'y r > 0.

Pruebe que {z} es un conjunto cerrado.
Pruebe que B(x,r) es un conjunto abierto.

Pruebe que si r > 7’ > 0 entonces B(x,r') C B(x,r).

Deduzca que B(z,r) C B(x,r).

)
)
)

d) Pruebe que B(z,r) ={y € E:d(x,y) <r} es un conjunto cerrado.
)
) Dé un ejemplo en que B(z,r) sea un subconjunto propio de B(z,r).
)

Pruebe que {y € E: 2 < d(y,z) < 3} es un conjunto abierto.
5. Sea F un espacio métrico y sea A C E. Pruebe que:

(a) B\ A°=E\ 4.
(b) E\A = (E\ A).



10.

11.

;Son ciertas las igualdades A = A° y A° = (A)°?

Sea E un espacio métrico y sean A, B C E. Pruebe que:

Encuentre ejemplos en que no valga la igualdad en (b) y (d).
Sean E un espacio métrico y A, B C E subconjuntos acotados de F.

(a) Pruebe que si A C B entonces diam(A) < diam(B).
(b) Pruebe que diam(A) = diam(A).

Halle frontera y puntos de acumulacién de cada uno de los subconjuntos de R del
Ejercicio 3.

Sea E un espacio métrico y sea A C E.

(a) Pruebe que A4 = A\ A°, y concluya que OA es cerrado.
(b) Pruebe que 04 = AN E\ A, y concluir que 04 = 9(E \ A).

Sea (FE,d) un espacio métrico. Dados A C E no vacio y z € F, se define la distancia

de x a A como
d(z,A) = inf{d(z,a) : a € A}.

Pruebe que para todos z,y € Ey r > 0:

) |d(z, A) —d(y, A)| < d(z,y).
) xe A = d(z,A) =0.

(c) d(z,A) =0 <=z € A.
)
)

Sea (F,d) un espacio métrico. Consideremos el conjunto X = {A C E : A # (}.
Definimos la funcién d : X x X — R como

d(A, B) = inf{d(a,b) :a € A , b € B}.

Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

(a) d(A,B) =d(4,B).

(b) d(A,B)=0<= ANB#
(c) d(A,B)=0<= ANB #
(d) d(A,B) < d(A,C) +d(C, B).



12.

13.

14.

15.

16.

Concluya que d no es una distancia.

Considere en R" las distancias di, do y deo-
(a) Pruebe que estas tres distancias son equivalentes; més ain, pruebe que

(b) Denotemos por Bj(z,r), Ba(z,7) y Boo(x,r) a la bola de centro x y radio r
para cada una de las distancias, respectivamente. Deduzca de (a) que

Bl(xar) - BQ(IE,T’) - BOO(IL',T') - Bl(xanr)'
Compare estas contenciones con los dibujos hechos en el Ejercicio 1.

Sea (E,d) un espacio métrico y sean (Zn)neN, (Yn)neN sucesiones en E.

(a) Silimyyoo xy = 2y limy, 00 yn = ¥y, pruebe que limy, o0 d(p, yn) = d(z,y).
(b) Si (zp)neN » (Yn)nen son dos sucesiones de Cauchy en E, pruebe que la sucesién
de numeros reales (d(xy, Yn))nen €s convergente.

Pruebe que (R",d;), (R™,d2) v (R™, ds) son completos.

Sea (F,d) un espacio métrico completo y A C E un subconjunto de E. Pruebe que
si A es cerrado entonces el espacio métrico (A, d) es completo.

Teorema de la interseccion (Cantor). Sea E un espacio métrico completo. Sea
(A, )nen una sucesién de subconjuntos cerrados, acotados y no vacios de E' tales que

e A 11 C A, para todon > 1.

e lim,,_,, diam(4,) = 0.

Pruebe que existe un tnico elemento x € ﬂ A,
neN




