Algebra Lineal Computacional - Clase Practica 7 -
Autovectores, autovalores y diagonalizacion

Fausto Martinez

9 de Mayo de 2025

Este documento es para acompanar la clase practica de autovalores y diagonalizacién, enun-
ciando los teoremas y proposiciones necesarios para resolver algunos ejercicios.

Definiciéon

Dada una matriz cuadrada A € K™*", se dice que un vector no nulo v € K" es un
autovector de A si existe algin A € K tal que

Av = )\v

y, en tal caso, se llama a A un autovalor de A.

\. J

Para hallar los autovectores y autovalores de una matriz, partimos de imponer la condicién

buscada, es decir
Av =)

o lo que es equivalente
Av—dv=(A-A)v=0.

Lo obtenido arriba es un sistema de ecuaciones, y por toda la teoria que desarrollamos en la
materia, sabemos que si su determinante es distinto de cero, tiene una tnica solucién, y en
particular, que es la trivial, es decir v = 0. Recordando la definicién de recién, lo que estamos
buscando son vectores no nulos que la cumplan. Por lo tanto, para que existan estos, debe ser
que el sistema homogéneo tenga soluciones no triviales, y sabemos que esto ocurre si y solo si

det(A—AI)=0

Dada una matriz cuadrada A € K"*", llamamos polinomio caracteristico a

xa(A) = det(A — \I)

Por lo dicho antes, los autovalores de A son las raices del polinomio caracteristico xa()).
El polinomio det(AI — A) es un polinomio ménico que tiene las mismas raices que el polinomio
det(A — AI), y llamamos indistintamente polinomio caracteristico a cualquiera de estos dos
polinomios.

Una vez hallados los autovalores, podemos hallar los autovectores asociados a cada autovalor
precisamente volviendo al sistema original, como los v € K" tales que

(A= A)v=0
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Es decir, que dado un autovalor );, sus autovectores asociados son el espacio

E,, = ker(A — \1)

Hallar los autovalores y autovectores de la matriz

4= (33)

Solucién: Como mencionamos recién, comenzamos buscando los autovalores, para lo cual
queremos hallar las raices del polinomio caracteristico. El mismo es

xa(A) = det(A\ I — A)
A—2 =3
= det ( 9 a— 1)

—(A=2)(A—1)—6

=X -3\—-4
=A—-4)(A+1)
Con lo que tenemos que los autovalores del polinomio A son A\; =4y Ay = —1.

Ahora, hallemos los autovectores asociados al primer autovalor A\; = 4. Para esto, como

vimos antes, buscamos el nicleo de A —41 = (_2 3

2 -3
. —2 3 U1 _
el sistema ( 9 _3) (02> =0

—2 3\ _ (-2 3
2 -3 Fo+Fy 0 0 )

Haciendo eliminacién gaussiana, llegamos a que se nos anulé una fila, por lo que la tunica
ecuacién que sobrevive es —2v; 4+ 3vs = 0, es decir que el espacio de autovectores asociado al
autovalor A\; =4 es

). Planteamos entonces para v = (Zl),
2

Observacion

Si recuerdan, lo primero que pedimos, fue que el determinante de esta matriz sea 0, con
lo que si al hacer ese ltimo proceso, alguna fila no se anula, quiere decir que algo mal
hubo en el medio.

Repitiendo el proceso para hallar los autovectores asociado al autovalor Ay = —1, tenemos

3 3 e, . .
, v con eliminacién gaussiana sobrevive solo

que queremos hallar el nicleo de A + I = <2 9

3v1 + 3vy = 0, con lo que tenemos

Aprovecho el altimo ejercicio para hacer una observacién. Como notamos recién, el pedir
que det(AI — A) = 0, implica que en el proceso de encontrar autovectores, siempre hay una fila
que se va a anular en A — AI (o A — A, es lo mismo). Entonces, podemos decir lo siguiente:
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Proposicién

Si A es un autovalor de A, su espacio de autovectores asociado, es decir

E\ =ker(A — \I)

tiene dimensién mayor o igual a 1.

También, es importante notar que, en la jerga, se suele decir informalmente que, en el caso de
que el espacio de autovectores de A tenga dimensién 1, entonces “\ tiene un inico autovector”.
Por ejemplo, en el ejercicio de recién, diriamos que “a cada autovalor le corresponde un tinico
autovector”.

0
3 | € K®»*". Hallar sus autovalores y autovectores para K = R y para
1

Solucién: Nuevamente, comenzamos el ejercicio buscando el polinomio caracteristico, que en
este caso es

A=2 0 0
xa(\)=det| 0 A—1 -3
0 3 A-1

— (A= 2)det (A ! )\_—31>

=(A-2)[A-1)?-9

Con lo que los autovalores de la matriz son A\; = 2, A3 = 1 + 37, A3 = 1 — 3i. Busquemos
ahora los autovectores

Autovectores de \; = 2

0 0 O (1
Recordando que tenemos que plantear |0 —1 3 ve | = 0, tenemos
0 -3 —1) \vs

0 0 0 0 0 0
0 -1 3 P 0 -1 3
0 =3 =1/ 72 \0 0 =10

de donde se deduce v3 =0y v, = 0. Con lo que el espacio de autovectores es

Autovalores de Ay = 1 + 3¢
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1-3: 0 0 (]

Esta vez hay que plantear 0 -3 3 vy | = 0, y entonces,
0 -3 -3¢/ \us
1-3; 0 0 1-3 0 0
0 -3 3 | — 0 -3¢ 3
0 =3 =377\ 0 0 0

De donde podemos sacar que v; = 0, v3 = iv,, es decir que:

0
B.=([1])
v

Autovalores de A3 =1 — 3i

1+3: 0 O0)\ [un

Similarmente, para el tercer caso tenemos el sistema 0 3 3 v | =0
0 -3 3i) \vs
1+3: 0 O 1-3: 0 0
0 3 3| — 0 3i 3
0 -33/""\ 0 0 0
De donde ahora tenemos v; = 0, v3 = —ivs, entonces

0
1

Resumiendo un poco, para K = R resulta que hay un solo autovalor y un solo autovector,

1
A1 = 2 con su espacio de autovectores E), = < 0 >
0
En el caso K = C, hay tres autovalores \; = 2,\ = 1+ 3¢, A3 = 1 — 3¢, con espacios de

1 0 0
autovalores E), = < 0 >, E,, = < 1 >, E,, = < ? >, respectivamente.
0 v 1

Proposicién

Sea A € K™ una matriz cuadrada tal que existe una base B = {wy,...,w,} de K"
formada por sus autovectores, con autovalores Aq,...,\,. La matriz A en base BB es

diagonal, y en particular es
A ... 0

App=| : .o
0 ... M\

Recordando un poco de cambio de base, teniamos que la matriz para modificar a un vector

de la base B = {wy, ..., w,} ala candnica £ era Cpe = |w; ... w, | y la matriz de cambio
de base de la canénica £ a B era Cgp = Cpz. Entonces acd lo que estamos diciendo es que la
matriz

Apg = Cyg ACps
es diagonal cuando B es una base dada por autovalores y tiene a los autovalores de A como
elementos de la diagonal.
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Si lo pensamos en el contexto de transformaciones lineales, A = Ag¢ representa una trans-
formacion lineal que toma elementos en la base £ y devuelve el resultado transformado en base
£. En cambio Apg es la misma transformacién lineal pero tomando elementos de la base B y
devolviendolos también en la base B. En tal caso, cuando tenemos que las dos matrices repre-
sentan a la misma transformacién lineal pero en distintas bases, diremos que son semejantes

Definicion

Se dice que dos matrices A y B son semejantes si existe una matriz C' tal que

B=C'AC

Ejercicio 3

Sea una transformacion lineal

I 2.’L'1
f To | = To + 3.’133
I3 —31132 + x3

Decidir si es posible encontrar una base B de C" de modo tal que [f]ss, la matriz de la
transformacion que toma vectores en B y devuelve vectores en B, sea diagonal. En tal
caso, dar la matriz de cambio de base Cpe.

2 00
Solucién: Se puede ver que [fles = |0 1 3| es la matriz con la que trabajamos en
0 -3 1

el ejercicio 2. Por la proposicion, sabemos que si podemos formar una base de C" con los
autovectores de la matriz, entonces

[f]8 = Cen|fleeCre

seria diagonal.
1 0

Sabemos que el conjunto de los autovectores de la matriz A = [fleges< [0, 1], | ¢

0 ) 1

Veamos si es una base de C3. Formamos una matriz con ellos, llamemosla M

100
M=|(01 ¢
0 ¢ 1

y como tiene det(M) =1-(1—(—1)) = 2 # 0, la tnica solucién de >°2_, a;w; es a; = 0 Vi, con
lo que son linealmente independientes, y por ende, forman una base de C3.

1 0 0
Esto quiere decir quetomar B=<{ [ 0], | 1], |4 | ¢ hace que [f]ss sea diagonal. Chequeémoslo:
0 ) 1
La matriz Cge de cambio de base es
100
Cee=10 1 13
0 ¢ 1

y para hallar su inversa C¢p, hacemos eliminacién gaussiana como siempre:

100[100 1001 0 0 1001 0 0
01i/010f-—101i010]|-—>|013i0 1 0
04 1001/ 0020 —1/2\001/0 -1
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0

i 1

2

S
Fr—iF;

Ni= O

OO =
o = O
= O O
O O
N,

2
Por lo que, para finalizar, tenemos que la matriz [f]zs es

1 0 2 0 0 1 0 0 2 0 0
[flss =10 3 —5 i =(0 1+3i 0
0o —: 1 —3 1 0 0 1-3i

La cual es, efectivamente, diagonal, y tiene a los autovalores de [f]ee en la misma.
Si se fijan, el resultado obtenido es légico, pues

. . 1 1 2
< flo] =10 e b B K I
Autovalor de [f]ee
0/, 0/, 0/ 5 0/
0 0 0 0 X
f 0 f Autovalor de [f ]gg i ( ) 0 0
B € € 5 y
0 0 0 0 0
- fllo] | =+ =i, 1730 || =@=3)-{0] =| 0
Autovalor de [f]eg
1/, 1/, 1/ /s 131/

Forman las columnas de la matriz [f]zs.
Dada una matriz A € K™*" y un autovalor A de A, definimos:

o La multiplicidad algebraica de A\ como la multiplicidad de A como raiz del polinomio
caracteristico de A, es decir, de xa()).

o La multiplicidad geométrica de A\ como la dimensién del espacio de autovalores
asociados a A, es decir, como dim(E)).

~
.
.
A)

\.

Proposicién

Dada una matriz A € K™*", y un autovalor de la misma, su multiplicidad geémetrica es
siempre menor o igual a la multiplicidad algebraica.

Ejercicio 4

Sea B € R™" la matriz dada por

(1)

Hallar sus autovalores y determinar la multiplicidad algebraica y geométrica de cada uno.

\. J

Solucién: Los autovalores de esta matriz son las raices de su polinomio caracteristico

Xa(A) = (A —4)?

es decir, que su unico autovalor es 4, que tiene multiplicidad algebraica 2. Para ver su multi-
plicidad geométrica debemos ver su espacio de autovectores asociado.
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Ey = ker(A — MI) = ker (8 (1)) B <<é>>

Al ser la dimensién del mismo 1, tenemos que la multiplicidad geométrica de A = 4 es 1.

Proposicién

Dada una matriz cuadrada A € K"*" y un autovalor A de la misma, la multiplicidad
geométrica del mismo es siempre menor o igual que la multiplicidad aritmética

Definiciéon

Sea A € K™ una matriz cuadrada. Decimos que es diagonalizable si existen

e D una matriz diagonal cuya diagonal principal tiene a los autovalores \; de A
apareciendo cada uno tantas veces como indique su multiplicidad algebraica.

e P una matriz cuyas columnas son los vectores que constituyen una base del sube-
spacio E), siguiendo el orden establecido en D.

de modo que valga

A=PDP™

\. J

Hay varias maneras equivalentes que se pueden demostrar para ver que una matriz es di-
agonalizable, y muchas veces es conveniente usar una o la otra asi que acd les dejo varias
equivalencias de que una matriz sea diagonalizable, que podran ser ttiles segin el contexto:

Proposiciéon

Dada una matriz A € K"*" con autovalores {\; : ¢« = 1,...,k}, las siguientes proposi-
ciones son todas equivalentes:

e A es diagonalizable

e A es semejante a una matriz diagonal, es decir, existe una matriz cuadrada P €

K™*™ inversible tal que
PAP'=D

es una matriz diagonal.

Existe una base de K™ formada por autovectores de A.

La suma de las multiplicidades geométricas de los autovalores es igual a n, es decir,

dim(E),) + -+ - + dim(Ey,) = n.

Para cada autovalor )\; de A, su multiplicidad geométrica es igual a la algebraica.

Corolario

Si una matriz A tiene n autovalores distintos, entonces es diagonalizable

\ 7

Demostracion. Como cada autovalor tiene multiplicidad algebraica 1, es inmediato que los
subespacios de autovectores asociados tienen multiplicidad geométrica 1, y por ende su suma
da n, o lo que es equivalente, la matriz A es diagonalizable. ]
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Demostrar que si una matriz A € K™*" es inversible y diagonalizable, entonces A~! es
diagonalizable.

Solucién: Sabemos que si A es diagonalizable, entonces existe una base formada por sus
autovalores. Ahora, sean A un autovalor de A y v un autovector de A asociado a A, vale lo
siguiente:

Av =)

de donde, multiplicando a ambos lados por A~!, tenemos que
Al Av=v=A"w=214A"v

y, entonces, como A # 0 pues la matriz es inversible, tenemos que

1
Ay = X’U

es decir, que si v era un autovalor de A inversible, lo es también de A, por ende, si podiamos
formar una base de K" con los autovectores de A, también lo podemos hacer con los autovec-
tores de A~1, pues son los mismos. Resulta entonces que A~! es diagonalizable.

Otra manera de verlo es que si existen D diagonal y P tales que
A=PDP!
entonces
Al=(PDP !
— (P—l)—lD—IP—l
=PD'P!
Luego, si viéramos que D! es diagonal, ya estamos porque efectivamente hallamos una

matriz diagonal semejante a A.
Veamoslo. Recordando que D tiene la siguiente forma:

dy - 0
D=|: S
0 - dy,
Lo mas sencillo es proponer como inversa la matriz
3 o0
B = : . : )
la cual es diagonal, y ver que efectivamente vale que
dyq d1_11 e 0
DB = : :
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Cada uno decidira cual le parece la forma méas comoda de demostrarlo, pero creo que es una
buena idea que se familiaricen con todas las equivalencias, para que puedan usar la que mas
copada les parezca segin el contexto.

Observacion

Otra cosa que podemos inferir rapidamente de la proposicién, por ejemplo, es que la
suma de matrices diagonalizables, no es necesariamente diagonalizable.

Ll Tenemos que
0 4) 4

4 1 2 1 2 0
B=(31)=( 3)+( 5) =B+

y estas dos matrices B; y By podemos ver inmediatamente que son diagonalizables
porque tienen dos autovalores distintos (los elementos de la diagonal), los cuales aparte
son faciles de hallar gracias a que la matriz es triangular.

Como conclusién, la proposicién también sirve para encontrar ficilmente contraejemplos
a afirmaciones.

Ejercicio 6

Tomemos por ejemplo la matriz no diagonalizable B = (

Determinar si las siguientes matrices son diagonalizables
2 0 0
(a) A=|0 1 3
0 -3 1
4 1

Solucién:

(a) Para la matriz A, ya vimos a lo largo del ejercicio 2 y 3 tanto que la podiamos escribir
como semejante a una matriz diagonal, como que existia una base de C3 formada por sus
autovectores, como que la suma de las multiplicidades geométricas daba 3, y también que
para cada autovalor, su multiplicidad algebraica era igual a la geométrica (1 en todos los
casos), asi que, de vuelta, podemos elegir la que prefiramos, pero lo que es seguro es que
A es diagonalizable.

(b) Para la matriz B, cuyos autovalores y sus multiplicidades calculamos en el ejercicio 4, nos
sirve utilizar la equivalencia de que una matriz es diagonalizable si y solo si sus autovalores
tienen igual multiplicidad algebraica y geométrica. En este caso, como vimos que el tinico
autovalor de la matriz A = 4 tiene multiplicidad algebraica 2 y multiplicidad geométrica
1, serd imposible que la matriz sea diagonalizable.

Exploremos ahora las aplicaciones de la diagonalizacién. Entre las incontables que existen,
hay una que es particularmente interesante

Proposicién

Sea A = PDP~! € K™ diagonalizable, podemos calcular, para todo m € N, las
potencias de la misma como
A™=PD"P!
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La utilidad de esto radica en que es simple calcular las potencias de una matriz diagonal,
es decir, calcular D™ se reduce a elevar a la m cada una de sus entradas, lo que reduce la
complejidad del proceso. Vamos a demostrar la proposicién.

Demostracion. Hagamoslo por induccién. El caso base £ = 1 es lo que ya sabemos: A =
PDP!. Resta ver el paso inductivo

A = AFA
\=/PD’“P‘1PDP‘1
H.I
= PD*DP!
— PDk+1P—1

Dada la matriz C = <;1 ;), calcular C1%,

Solucién: Bueno, una opcién es ponernos a multiplicar 100 veces la matriz consigo misma.
Buena suerte al que lo intente, pero yo prefiero diagonalizar la matriz.

Su polinomio caracteristico es A2 — 7\ + 10, con lo que sus autovalores son \; = 5y Ay = 2.
A esta altura, ya sabemos que la matriz es diagonalizable, porque tiene n autovalores distintos.
Aun asi, en este caso nos interesa computar sus autovectores, que resultan ser:

Ey, =ker(C —5I) = ker (_21 —12) - <<})>
B —terc -2 e (2 1) = (7))

Tenemos entonces que la matriz P es P = , ¥ podemos hallar su inversa con la

1 2
féormula de la adjunta y el determinante, resultando en que la misma es

P—l — ; 2 1 _ 1 2 1
det(P) \-1 1 3\-11
Ahora si, tenemos la diagonalizacién de C' como
11 —-1\(5 0 2 1
0_5(1 2)(0 2) (-1 1)
y, entonces, por la proposiciéon de recién, resulta que
0100:1 1 —1) (5% ¢ 2 1
3\1 2 0 2100/{-1 1
1 5100 _2100 2 1
= g (5100 9101 ) (_1 1)
1
3

2. 5100 + 2100 5100 _ 2100
2. 5100 _ 2101 5100 + 2101
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Muchas veces puede también ser til utilizar dos propiedades que aprovechamos para de-
mostrar como ejercicio

Sea A € K™*" una matriz cuadrada diagonalizable con autovalores A1, Ao, ..., A\, (con-
tando autovalores repetidos por su multiplicidad si fuera necesario). Demostrar las sigu-
ientes proposiciones:

(a) det(A) =Lz A
(b) tr(A) =35, A

\. J

Solucién:

(a) La primera proposicién es util pues una vez demostrada es evidente que una matriz es
inversible si y sélo si todos sus autovalores son distintos de 0. Vamos a ello:

Consideremos el polinomio caracteristico de A dado por xa(A) = det(AI — A). Como
A1, Ag, ..., Ay son los autovalores de A repetidos por su multiplicidad, seguro que vale que
el polinomio x () es factorizable como

Xa(A) = A =A)A=Ag) - (A=)

Luego, si evaluamos x4 (0) resulta:
xa(0) =det(—A) = (-1)" H i
Con lo que al ser det(—A) = (—1)"det(A) llegamos a que
det(A) = [T X
i=1

]

(b) Demostraron en el ejercicio 16 de la guia 1 que tr(AB) = tr(BA), a partir de eso,
considerando que la matriz es diagonalizable, y por tanto, expresable como

A=PDP!

Para una matriz P inversible y D diagonal con los autovalores de A en la diagonal.

Tomando traza a ambos lados, y aplicando el ejercicio 16 de la guia 1, tenemos que

|
=+
[

|
M-
b
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Numeros de Pell: Sea la sucesién de nimeros naturales P, definida como

0 sin=0
P,=<1 sin=1
2P, 1+ P, 5 sino

Hallar el término general de la sucesién P,.

\ J

Solucién: Lo interesante de este ejercicio es que podemos pensarlo de forma matricial y re-

solverlo gracias a la diagonalizacion. Podemos ver que si definimos A = G (1)>, resulta que

() =4 (52)-( o) (72

Esto lo podemos llevar incluso mas allé, viendo que, en general, vale para n € N que

Pn _ An—1 Pl
() =2 ()

Y ac4 se hace evidente que si podemos hallar de forma cerrada A™~!, podremos hallar el término
general de la serie. ;Cémo haciamos cuando queriamos elevar a una matriz a potencias grandes?
Claro, diagonalizamos.

para n > 2 vale

Observacion

Deje esta tltima afirmacion sin demostracién pero sale en un par de lineas con induccion,
al que le interese lo puede hacer para practicar.

El polinomio caracteristico de la matriz es x4 = A? — 2\ — 1, con lo que sus autovalores
son A\ = 1++2 yAd=1-— V2. Se puede ver también que sus autovectores son los espacios

5= () r 5= (7))

Tenemos entonces toda la informacién que necesitamos para hallar la diagonalizacién.
Resulta entonces que la misma es

Finalmente podemos obtener la formula cerrada de P, a partir de elevar a A a la n.
P,, 1+f 1-v2\ (1+v2 0 \" (2 224\ 1N
P, - 1 0 1—2 ¥z 22 ) \0

w2 ()
1+v2 1— ) ( (v )

. (1_\/5)11—1\/5
4

4

A+v2)"~ . (1 v2)rTlve

(V)" 1—(1 vl

(

( n

(s i)
-

(1+v2 )n—(l Vo) )



Algebra Lineal Computacional - Clase Practica N°7 - Fausto Martinez 13

Finalmente, tenemos que la férmula cerrada para los niimeros de Pell es:

14V - (VD"

P,
2v2

Ejercicio 10

Dada una matriz A diagonalizable, demostrar que A* + kI es diagonalizable para todo
k € N.

Solucién: Sabemos que si A es diagonalizable, la podemos escribir como A = PDP!,
entonces

A* + kI = (PDP Y + kPP
= PD*P~' + PkIP™!
= P(D* + kI)P™!

y como D* + kI es una matriz diagonal, queda probado lo que queriamos. ]



