Algebra Lineal Computacional - Clase Practica 4 -
Normas y Niimero de Condicién

Fausto Martinez

11 de Abril de 2025

Este documento es una guia para la clase practica dictada, que incluye contenidos tedricos
y las soluciones de los ejercicios.

Normas
Una norma de un K-espacio vectorial V es una funcién || - || : V — R3o que cumple las

siguientes propiedades:
1. |lav|| = |a| - ||v||, para todo a € K y para todo v € V.
2. |lu+v| < ||u|| + ||v||, para todo u,v € V.

3. Si ||v|| = 0, entonces v = 0.

Definicién
Hay algunas normas para K" que son muy conocidas, y se definen como:

e Norma 1:

n
[l =3 lwil
i=1

n
[l = 4| > v?
i=1

|v|lo = max{|v;| ;¢ =1,...,n}

e Norma 2:

e Norma infinito:

e Norma p:
1

ol = (35 )

i=1

Definiciéon

Dados dos vectores u, v € K™ definimos el producto interno entre ellos como

n
(u,v) =uv=>» Ty €K

i=1
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Proposicién

Desigualdad de Cauchy-Schwarz: Dados u,v € K",

(u, v) < lullz]|v]ls

Demostrar que dados (a;)i=1,..» € K, vale la igualdad

n 2 n
(Z ai) <nd a
i P

ai 1
Solucién: Si definimosa=| : | € K", y b= | :| € K", resulta, aplicando la desigualdad

a, 1
de Cauchy-Schwarz para estos vectores, que

(Sa) < (1) (o) -5

i=1 =1

Sean || - ||o ¥ || - ||» dos normas en un K-espacio vectorial V, decimos que las mismas son
equivalentes si existen dos constantes ci, co > 0 tales que para todo v € V

cflvlls < lvlla < coflvlle

J

Demostrar que, para todo v € K", vale que

[vlleo < flvllx < nlv]loo

es decir, que || - ||1 ¥ || - ||o SOn equivalentes en K™ con constantes de equivalencia ¢; =
1, Co =M.

\. J

Solucién: Primero, veamos que ||v||; > ||v|| para todo v € K”. Esto se deduce de que

n
ol =3 ol > max o] = o]

pues al ser todos los términos de la suma no negativos, el maximo de los términos debe ser
menor o igual que la suma completa.

Para ver que ||v]|; < n||v||«, basta con notar que cada término |v;| de la sumatoria, cumple,
por definicién del méximo, que |v;| < max;—; ., |v;| = ||v]|c. Por ende, tenemos que

n

n
lolls = il <3 lIvlleo = nllv]le
i=1

i=1
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Proposicién

En un K-espacio vectorial de dimension finita, todas las normas son equivalentes.

Definiciéon
Decimos que una sucesién de vectores {vy, }nen converge bajo una cierta norma || - || a un
vector v si

n—o0

|lvn, —v|| == 0.

n2+1 1
., n2—1
Ejemplo 1. La sucesién de vectores v, = | % +4 | converge al vector v = | 4
n
e " —1 -1
Ejemplo 2. La sucesién de vectores v,, = | ; | no converge.
an7

Para el caso de las matrices, veremos que ser4 tutil introducir el concepto de normas subor-
dinadas (en lugar de, por ejemplo, utilizar las mismas normas de los vectores pensando a las
matrices como vectores de K™™). Esto motiva la siguiente definicién:

Definicion

Dada una matriz A € K™", y un par de normas vectoriales || - ||, : K® — Rso y
| - | : K™ — Rs, definimos la norma subordinada de la misma como

e (1420
Al = o, {2 = 141,

otatin | Tl

Proposicién
Sean A, B € K™"™ y toda norma subordinada vale que

lAB[ < [lA[lIB]

Esta definicién puede llegar a ser un poco abrumadora, pero por suerte para muchos de
los casos que nos interesan en esta materia, tenemos maneras sencillas de calcular las normas
subordinadas de matrices. Aprovecho que eso ocurre y entonces listo, sin demostrar, las maneras
de calcular las normas
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Proposicién

Sea € K™*™ una matriz cuadrada, entonces vale que sus normas subordinadas son:

e Norma 1:
n
141 = s {3 ot
j=1,..n |4
=1
Es decir, cuando uno quiere calcular la norma 1 de una matriz, tomamos médulo

de cada entrada de la misma, sumamos los valores por columnas, y tras obtener
los valores para cada columna, nos quedamos con el maximo entre ellos.

|All2 = +/p(AT A)

Esta definicién cobrara més sentido cuando veamos autovalores, pero la idea seria
primero efectuar la multiplicacién AT A, luego obtener el radio espectral de esa
matriz, que seria el mayor de sus autovalores, y a eso hacerle raiz cuadrada.

e Norma 2:

e Norma infinito:
4]l = max {ZI%I}

Es decir, cuando uno quiere calcular la norma infinito de una matriz, tomamos
moédulo de cada entrada de la misma, sumamos los valores por filas, y tras obtener
los valores para cada filas, nos quedamos con el maximo entre ellos.

Como tip para recordar estas cosas, sirve pensar que como el infinito tiene una forma
“achatada”, tenemos que sumar las filas, y como el uno tiene una forma “estirada”, tenemos
que sumar las columnas. Para la norma 2 sirve como regla mnemotécnica recordar la palabra
“pata”.

Ejemplo 3. Hallar las normas 1 e infinito de las siguiente matrices

4 —4 3
(a) A=|7 -4 -5
7T =7 6
1 0 —4
(b) B=|-6 5 -7
-3 3 -3

Solucién:

(@) ||Alloo = max{4+4+3,74+4+5,74+ 7+ 6} = max{11, 16,20} = 20.
|A|ls = max{4+7+7,4+4+7,3+5+ 6} =max{18,18,14} = 18.

(b) || Bllec = max{1+0+4,6+5+7,3+3+ 3} = max{5,18,9} = 18.
| Bll; = max{1 +6+3,0 + 5+ 3,4+ 7+ 3} = max{10, 8,14} = 14.

Demostrar que, para toda matriz cuadrada A € K"*"
1
~llAlL < [[A]l < nllAllL

es decir, que || - |l1 ¥ || - ||loo SOn equivalentes en K"*" con constantes de equivalencia
1
C1 = po Cy = TN.
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Solucién: Podemos utilizar el ejercicio 2, que nos dice que |||l < [|v]|1 < n||V||oo-
Primero intentemos ver que X ||Al|; < ||A||w. Para eso, veamos que

Ax Ejercicio 2 ] Ax 1
Al = mag [ 1ATI= gt L g JlAZIE L)y,
o#zek” | ||2||oo n o#zekn | |z n

Para ver la otra parte de la desigualdad, es decir que || A/« < n||Al1, tenemos que

A Ejercicio 2 ] Az 1
”A”l: max {” CE”l} JZ 2. max {” CI’” }ZE”AHOO

0#£xeKn ||33||1 n 0#xckn ”13”1

O

Condicion

Definicion

Dada A € K™™ una matriz cuadrada inversible, definimos la condicién de A asociada a
una norma subordinada || - ||« como

cond,(A) = [l [l A7
y si A es singular, definimos cond,(A) = 400

Proposicién

Sea A € K™, a € K, y una norma || - ||, valen:

1) Para todo a # 0, se tiene que cond(aA) = cond(A).

(

(2) cond(I) =1.
(3) cond(A) > 1.
(

4) cond(A) = cond(A™1)

Demostracién. (1) cond(aA) = [laA| [[(cA)7"| = | |A] |~ [[|ATH] = [A[IAT =
cond(A).

(2) cond(I) = [T|H{IT=H]| = TN} = 1.
(3) cond(A) = [|A|[[A7H| = |[AATH| = [Tl =1
(4) Trivial.

]
Proposicién

Considerando el problema de resolver un sistema lineal
Ax =0

con b # 0y A inversible. Si A y b se almacenan con errores AA y Ab, el impacto en el
error relativo se puede acotar con el nimero de condicién como
1 JAy] _ [[Az] |Ab]]
cond(4) |lbf| = [zl ~ Bl

ond(A)
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Esta desigualdad lo que nos quiere decir coloquialmente es que el cudnto se modifica la
solucién del sistema al perturbar levemente los datos que tenemos depende altamente del
nimero de condicién. Para ilustrar esto, propongo el siguiente ejercicio:

Considere los sistemas lineales Ax = by By = b donde

3 2 11 2
A‘<01)’B_<—1—me)yb_<40m0

(a) Hallar el ntimero de condicién de A en norma oco.
(b) Hallar la solucién « del primer sistema y la solucién del sistema perturbado

Az =D,

= 0
donde b=b+ (_0.0001>
(c) Hallar el nimero de condicién de B en norma oo.
(d) Hallar la solucién y del segundo sistema y la solucién del sistema perturbado

Bij="b

Y

~ 0
donde b =b + (_0'0001>

\

Solucién:

(a) Recordando que condy,(A) = || Alleo/|A™!||co, nOS proponemos hallar la inversa de A.

3 2|1 0 Fi—F1—2F, 3 0|1 =2 Fi—iF 10
0 1{0 1 0 1/0 1 01

Con lo que la inversa de A es

.....

1 2
condyo(A) = || Allool| A7 |loo = max{3 + 2,0+ 1} - max{g + 3,0 +1}=5-1=5.

(b) Dado que ya tenemos la inversa, podemos calcular la resolucién de los sistemas facilmente,
y resulta para el sistema Ax = b, que

R 2 2.00007
“lp=|(3 3 —
ATb (0 1 ) <—2.0001) (—2.0001)

y para el sistema perturbado Ax = b, tenemos que

1 2
A-lp— (3 3 2 _ (2.00013
0 1 —2.0002 —2.0002
Lo que me interesa que nos llevemos de estos dos items es lo siguiente: agarramos un
sistema que tiene una matriz bien condicionada, y al modificar un poco los datos
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(d)

iniciales, la solucién no se vi6 alterada tanto. Piensénlo asi: si viene un amigo fisico,
ingeniero, médico o lo que sea, que extrajo datos de algin experimento y nos los da para
encontrarle solucién a algtin problema que tenga, pero con datos que pueden tener ruidos
naturales de la vida misma, podemos estar tranquilos de que nuestra solucién va a estar
cerca de la real, ir tranquilos a nuestro amigo y decirle, tu soluciéon va a andar por aca.
Ok, buenisimo, y jqué pasa si no esta bien condicionada?

Spoiler: Cagamos.

De vuelta, sabiendo que condu,(B) = || B||oo|| B }||cc, N0s proponemos hallar la inversa
de B.
1 1 |10\ Bor+n, (1 1 |1 0) EBoomb
(-1 ~1.0001 | 0 1) 5 (0 ~0.0001 | 1 1) ’
11 1 0 Fi—»F—F 1 0| 10001 10000
0 1|—-10000 —10000 0 1|—-10000 —10000

Por lo tanto, la inversa de la matriz B es:

Bl_ 10001 10000
~ \—10000 —10000

Por ende, tenemos que:

condyo(A) = || Alloo|| A7 |leo = max{2,2.0001}-max{20001, 20000} = 20001-2.0001 = 40004.0001

Es decir, que el niimero de condicién en norma infinito de la matriz es 40004.0001. Este
es un valor altisimo, y podemos hablar entonces de un problema mal condicionado.

Para resolver ambos sistemas, aplicamos las mismas operaciones que hicimos al hallar la
inversa (o el que quiera, también puede multiplicar por la inversa, es lo mismo):

1 1 2 2 P ot Fy 1 1 2 2
-1 -1.0001 | —2.0001 —2.0002 0 -0.0001 | —0.0001 -—0.0002

P2~ —g5 5001 P2 1 112 2 Fi—Fi—Fp 1 0/1 0
(O 1|1 2) 0 1|1 2

Por lo tanto, las soluciones son:
(1 . (O
z={{], T=|,

Fijense lo bestia que es esto: modificamos a b tan solo restandole 0.0001 a la segunda
coordenada y sin embargo la solucion cambié brutalmente. La idea que nos tenemos que
llevar de esto es que cuando la matriz tiene un nimero de condicién alto, tenemos mucha
menos confianza en nuestros algoritmos de resolucién. Ya vieron nimero de maquina en
el labo, y se pueden imaginar que, hasta el error dado por el truncamiento podria, en un
problema muy mal condicionado, llevarnos a soluciones malisimas que no nos interesan.
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Otra cosa interesante del niimero de condicion es que mide de cierta manera la cercania
relativa a alguna matriz singular. Esto se puede deducir de la siguiente proposicién, para
la cual voy a dejar antes una definicién para quienes atin no hayan visto las definciones de
supremo e infimo.

Definicion

Sea A C R un conjunto no vacio y acotado superiormente. Un nimero s se dice supremo
de Ay se nota sup(A) si cumple las siguientes condiciones:

1. Es cota superior: s > x para todo = € A.

2. Es la menor de las cotas superiores: Si ¢ € R es una cota superior de A, es
decir si t > x para todo z € A, entonces vale que s < t.

Definiciéon

Sea A C R un conjunto no vacio y acotado inferiormente. Un nimero ¢ se dice infimo de
A y se nota inf(A) si cumple las siguientes condiciones:

1. Es cota inferior: i < x para todo = € A.

2. Es la mayor de las cotas inferiores: Si ¢t € R es una cota inferior de A, es decir
si t < z para todo x € A, entonces vale que i > t.

\. J

Para no abrumarse con las definciones, pueden pensar que es una generalizacién del maximo
y el minimo de conjuntos, pero para casos donde ese nimero no estd necesariamente en el
conjunto. Por ejemplo, en el caso del conjunto de la recta real A = [0, 1), no podriamos hablar
de que 1 sea un mdzimo del conjunto pues ni siquiera pertenece al mismo, pero sin embargo si
es un supremo de A.

Ejemplo 4. sup{{1,2,3,4}} = 4.
Ejemplo 5. inf{(—7,1]U[2,3]} = —7.
Ejemplo 6. inf{} :n € N} =0.

Ahora si, la proposicion que queria comentarles:

Proposicién

Dada una matriz cuadrada A € K™*" inversible, se verfican las siguientes desigualdades
(que son equivalentes)

1 _ . (lA-B]
COIld(A) ~ B singular ||A||

Al }
cond(A) > sup {—
( ) B singular ”A - B”

Fijense que la idea es que si A estd cerca de alguna matriz singular B, |A — B|| se har4
chiquito y para que las desigualdades valgan, cond(A) se tendria que hacer grande, por lo que
mientras mas grande sea cond(A), més cerca estard A de ser singular.

La demostracién de la proposicién es un ejercicio de la guia.

Recordamos también que podiamos medir si una matriz era o no singular utilizando su
determinante y viendo si era 0, entonces uno se podria preguntar, ;no podriamos también
medir si una matriz estd en cierto sentido cerca de ser singular utilizando el determinante?

La respuesta es que no y lo siguiente es un ejemplo de ello.
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Ejemplo 7. Sean, para cada n € N, las matrices B,, = (100_ 18n>

(a) A medida que n crece, jcreen que la matriz estd mas cerca o mas lejos de ser singular?
(b) Calcular el nimero de condicién de B,, en norma 1 para cada n € N.
(c) Calcular el determinante de B,, para cada n € N.

Solucién:

(a) A medida que n crece, el 107" se va a acercando a 0, por lo que uno dirfa, al menos
intuitivamente que la matriz se estd acercando a una matriz singular (pues tiene una
fila/columna de ceros). Esperarfamos entonces que nuestra medida de cercania a una
matriz singular vaya creciendo.

(b) Se puede ver que B! = (18 100_n> y por ende, que

cond; (B,) = || By|1|| B, |l; = 10™ - 10" = 10*"

Como esperabamos, del buen niimero de condicién, el mismo va subiendo a medida que
n aumenta.

(c) En cambio, det(B,,) = 1 para todo n € N, lo cuél nos confirma que el determinante no
es una buena medida de ver que tan cerca esta una matriz de ser singular, pues haciendo
crecer n podemos hacer B,, tan cercana a una singular como queramos y sin embargo el
determinante seguira siendo 1.

1 n
SeaA—(O 2n> conn>1

(a) Calcular cond.,(A).

(b) Estimar condy(A)

\. J

Solucién:

(a) Para calcular cond,,(A), debemos hallar || A||ls ¥ ||A™!||co- Podemos ver que como n > 1,
| Alloc = 2n y para hallar A~ hacemos eliminacién gaussiana:

1 n|l1 0\PR2ER (1 0|l 0) roman (1 01 -1
0 2n |0 1 0 1]/0 % 0 1|0 %
1 -1 ,
Con lo que tenemos A~ = <0 5) y por ende ||A7! | = 3.

Como resultado final, cond(A) = 3n.

(b) Para estimar la condicién en norma 4, recordamos que por estar en un espacio vectorial
de dimensién finita, existen constantes c;, c; > 0 tales que

c1f|Allee < [|Alls < cof| Ao
De lo que podemos deducir que

condy(A) = [|Alls A7 |4 < col| Afloo2l| A7 |oo = 5 condos (A) =351
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condy(A) = [[Alls [A7 [l 2 e1]| Alloserl| A7 oo = ¢ condoo(A) = 3¢in

Es decir, que
3cin < condy(A) < 3cin

para ci, ce > 0, con lo que podemos concluir que conds(A) € O(n).

Sean R>a >0y A, € R¥* tales que

1 2 0 1
a o+ 2 a 200
o= 1 2 a—1 1
1 2 0 2

(a) Encontrar los valores de o para los cuales A es inversible.

(b) Probar que cond(As) —3 +oo.

(c) ;Qué se puede decir de li_)rq condy(A,)?

. 7

Solucién:

(a) Para determinar los valores de @ € R que hacen inversible a la matriz, buscamos cuéles
no anulan su determinante. Asi es que el primer paso de este ejercicio sera encontrar el
determinante de la matriz. Desaarrollando por la tercera columna tenemos que

1 21 1 2 1
det(A,) = —adet [1 2 1|+ (a®—1)det |a o?+2a 2«
2 2 1 2 2

1
a? +2a 2a a 2a a o+ 2
a -1) (det( 2)—2det<1 2)+det<1 9 ))
-1,

de donde podemos deducir que para que A, sea inversible, necesitamos a # 0y a # 1

(b) Sabemos por la proposicién que

| Aalloo
condy(Ay) > sup { .
B singular ”Aa - B”oo

A su vez, sabemos que al ser A; una matriz singular, vale que

T
B singular ”Aa_B”oo _”Aa_Al”oo

Podemos observar también que como una de las filas de A, suma 5, seguro que su norma
infinito debe ser mas grande que 5, por ende, tenemos que

|Aalle o 5
”Aa - A1||oo - “Aa - Allloo

Por dltimo, como A, — A; — 0, también ocurre que ||As — A1l — 0, y por ende la
« «

ultima expresion, que por la cadena de desigualdades, es mayor o igual que la condiciéon

infinito de A,, tiende a infinito cuando « tiende a 1, lo que obliga a cond,(A,) a también

hacerlo
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(c) Recordemos que, por la equivalencia de todas las normas en R™*", tenemos que existen
constantes R 3 ¢y, co > 0 tales que

c1l[Alloo < [[All2 < €2l Alloo

Luego, tenemos que

condz(Aa) = [|Aall2ll A2
> c1f| Aalloo 1| g loo
= ¢} - condy,(Ay)

Lo cual, al ser ¢? > 0, implica que condy(A,) — ~+00.
o

Comentario final: Las consultas, dudas, sugerencias son stiper bienvenidas a fmartinez@dm.uba.ar
o al campus de la materia.



