Algebra Lineal Computacional - Clase Practica 10 -
Pseudoinversa y cuadrados minimos

Fausto Martinez

6 de Junio de 2025

En azul estan remarcados los typos y errores de la primera versioén, mil disculpas

La idea de esta clase es desarrollar en detalle las técnicas de resolucién que tenemos cuando

afrontamos un sistema lineal
Ax=b

con A e C"™*" x € C", b € C™ cuando m > n.
Recordemos brevemente entonces cuéles eran los casos con los que nos podiamos encontrar:
o Sibelm(A)

Por definicién, esto quiere decir que existe un « € C™ tal que Ax = b. Recordando que
dim(ker(A)) = n —rk(A)
tenemos que si

o rk(A) = n, entonces la tnica solucién del sistema es x

o rk(A) < n, entonces las infinitas soluciones del sistema son x + ker(A)
o Sib¢Im(A), entonces el sistema no tiene solucién.

Ahora, como en la préactica suele ocurrir que m > n, entonces lo mas probable es que
b ¢ Im(A), pues
dim(Im(A)) <n<Km

Aun asi, debido a que la aparicién de este tipo de problemas en la practica es muy frecuente,
uno no se puede quedarse de brazos cruzados dando como respuesta que no hay solucién.
Tenemos que buscar algo asi como lo mds cercano a una solucion que podamos.

Una posibilidad seria descartar las dltimas m — n > 0 ecuaciones del sistema para llegar a
uno cuadrado con los que ya sabemos trabajar, pero esto estaria muy poco justificado si todas
las ecuaciones son igual de importantes. De esa manera, el enfoque que utilizamos es minimizar
por cudnto le pifiamos a todas las m ecuaciones, lo cual, por supuesto, desarrollaremos con mas
detalle matematicamente a lo largo del documento.
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Pseudoinversa

Como ya vieron la clase anterior, dada una matriz A € C™*™, m > n siempre existe una
descomposicién en valores singulares suya, dada por

A=UXV*

donde U € C™*™ y V € C™" son matrices unitarias y ¥ € R™*" es una matriz “diagonal”
en el sentido de que (X);; =0parai#jy (X)i =0, >0conoy > 09> -+ > 0.

Los ntimeros 0%, 02,...,02 son los autovalores de A*A y las columnas vy, vs,...,v, de V
son los autovectores de la misma (llamados vectores singulares derechos), a la vez que las colum-
nas de U, es decir u, ug, ..., U, son los autovectores de AA* (llamados vectores singulares
izquierdos). Los nimeros 01,09, . ..,0, los llamamos valores singulares de A.

Resulta entonces

01 0 0
0 09 0
: — vy —
e | o
A=|u uy ... u, 0O 0 ... o, .
0 0 ... 0 :
| | 0 € e
0O 0 ... O

mXn
Como vieron en la teérica, uno puede definir la SVD truncada de rango k quedandose hasta
el k-ésimo valor singular en la diagonal y haciendo que los demés sean 0. Si llamamos Ay a esa
matriz, tenemos:

01
02
_ fl}* —_
1
| O i
Ap=[ur uy Um .
| |/ s of |-
0 0 " nxn
0 0
mXn
= 01U1V] + O2UgVy + - + - + OpURVE”
k
*
IZO'Z"U,Z"Ui
i=1

Definicion

Dada una matriz A € C™*", definimos su descomposiciéon SVD truncada en k£ como

k
*
Ak = Z o;u;V;

=1

Proposiciéon

La descomposicién SVD truncada en k es la mejor aproximacién de rango k que se puede
hacer de A, es decir

Ay = argmin {||A — Bl : tk(B) = k}
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Este resultado es importante pues podemos hacer una interpretaciéon de los valores singu-
lares: de cierto modo el valor numérico de los mismos nos dice cuanta informaciéon guarda el
mismo de la matriz. Habran visto en el laboratorio también que este resultado puede utilizarse
para comprimir iméagenes.

Lo copado también es que usualmente los valores singulares decaen rapidisimo. Esto es, los
primeros valores singulares tienen valores altos, y al seguir viendo los siguientes el valor decae
rapidismo. Veamos un ejemplo:

Valores Singulares - Rojo

100000
80000
60000
40000

20000 i

[

Valor Singular

o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 750 800 850
indice de Valor singular

Valores Singulares - Verde

120000

100000

80000

60000

Valor Singular

40000

20000 i

[

o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 750 800 850
indice de Valor Singular

Valores Singulares - Azul

100000

80000

60000

40000

Valor Singular

20000

[

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 750 800 850
indice de Valor singular

Valores singulares de las 3 matrices que codificaban una imagen en RGB

Como podran observar en este caso, donde las matrices eran de 870 x 1500, el valor de cada
valor singular decae rapidisimo, y eso nos indica que efectivamente podiamos hacer buenas
aproximaciones de la imagen considerando los primeros 70 valores singulares, lo cual en este
ejemplo en particular hubiera hecho que en lugar de guardar casi 4 millones de datos, pase-
mos a tener la imagen guardada en tan solo 500 mil. Solo por completitud dejo cudl era la
imagen original y cudl era su aproximacién con 70 valores singulares, para que ustedes juzguen
efectivamente si pueden encontrar alguna diferencia a pesar de los datos que nos ahorramos

Imagen original Aproximacion con 70 valores singulares

Error relativo: 0.077
Compresion: 87.3 %

Comparacién entre la imagen original y la aproximada con SVD

Finalmente, volviendo a lo que nos competia para esta clase, veamos esta definicion
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Definiciéon

Dada una matriz A € C™*" y su descomposicién SVD, definimos su pseudoinversa como
Al = VEiU*
01 0 ... 0
09 0 ... 0
e | L
='?72“'T o, 0 ... 0
o nxn . . .
0/0 ... O
nxm
donde o es el ultimo valor singular positivo y por ende 0,41,...,0, eran 0.

m X

J

Esta matriz, por supuesto, no es tan copada como la inversa, pero cumple ciertas propiedades

que hacen que se le parezca, y van a tener que demostrarlas como ejercicio de la guia:

AATA=A
ATAAT = AT
(AAH)* = AAT
(ATA)* = ATA

Al es tinica

Demostrar que AATA = A

Solucién: Dada una matriz A € C™*", su descomposicién en valores singulares es

A=UXV*

con U € C™*™ V € C™™ unitarias y ¥ € R™*" “diagonal”.
Luego tenemos
AATA=UZV* VIIU* UZV*
=UsEinv*

. . D 0
podemos escribir a 3 como una matriz en bloques ( 0 0) , entonces

o (oo (% o) (5 o)
o5 (2 o

D 0).,.
~u (g o)V

=Uxv*
=A
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Cuadrados minimos

Volvemos entonces al eje de la clase con las ecuaciones del tipo

Ax=b

con A e R™" xeR*"ybeR™.

Habiamos comentado que ante lo poco probable que es que este sistema tenga solucion,
debiamos encontrar algo cercano a la misma sin deshacernos de ecuaciones. Entonces, lo que
se hace es buscar una solucién que le pifie lo menos posible. A esta solucién la llamaremos &
y va a ser

# = arg min { || Az — b|}
Es decir, no pudimos hacer que Ax — b sea 0, pero intentamos acercarnos a eso lo maximo
que podamos. Para eso entonces definamos la funcién de n variables:
f(z) = || Az - b||3
= (Az - b)T(Ax —b)
= (xT AT —b")(Ax — b)
zT AT Az — 26" Az + b"b

Z Z Z L0k — 2 Z Z bia;z; + Z b;
=1 j=1k=1

=1 j=1

Recordemos también de Analisis I, que si buscamos minimizar esta funcion debemos igualar su
)
gradiente a 0. Analicemos entonces las derivadas direccionales de la funcién f y tendremos:

8f 0 o o,
al‘e 8$g Z Z Z Lilkiej T — 2 Z Z bia;;T; + 8_334 ; b; .

i=1j=1k=1 i=1j=1

Vamos por partes, tenemos para el tltimo término que
=0, WV=1,...,n
8:@ Z

Para el segundo término tenemos

5 2221"%% —2Zb aie = (2A7b),
¢

=1 j=1

Y finalmente para el primero,

ai > Z N Tianiarizi =Y > Tigawe + Y Y Tiakear; = AT Az + AT Az = (2AT Ax),
=1 j=1 k=1

i=1 k=1 j=1k=1

Bueno, luego de comernos este garronazo de cuentas, que vale la pena hacerlo una vez en la
vida (haganlo por sus cuentas) y después para el resto de la vida simplemente creerlo, tenemos

que el gradiente es
Vf(x) =24TAx —2A4"b

Y por ende es igual a 0 cuando
ATAz = ATb

Notemos que lo que tenemos ahora es un sistema con una matriz cuadrada A7 A.
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Proposicién

Dadas la matriz A € R™*", y el vector b € R™, la solucién del problema de minimos
cuadrados

arg min {[| Az — b|3}

es la solucién al problema
ATAz = A"b

Como veremos a lo largo de esta clase, y probablemente por el resto de sus vidas, los
problemas de minimos cuadrados aparecen en innumerables aplicaciones, por lo que tenerlo
asociado a un sistema lineal, para los cuales desarrollamos ya diversas maneras de solucionar,
es un resultado muy groso y hay que saber apreciarlo. Para ponernos en contexto, enumero
algunas de esas aplicaciones:

e Ajustar datos a una recta.
e Ajustar datos a un polinomio cualquiera.
e Reduccién de la dimensionalidad de un dataset.

e En economia y finanzas, los ajustes son usados para predecir tendencias econémicas o
analizar riesgos.

« En Fisica, se utilizan ajustes para calibrar sensores, ajustar trayectorias y estimar parametros
de modelos fisicos (por ejemplo, la elasticidad o resistencia de algin material o la gravedad
de la Tierra)

e En los procesos de reconstrucciéon de imagenes.

¢ Y muchisimas mas en Medicina, Machine Learning, y practicamente todo lo que se imag-
inen.

En fin, los ajustes lineales son una herramienta practicamente universal en la ciencia, y me
parecié importante notar esto antes de seguir con las cuentas.

Vayamos entonces a ver las aplicaciones. Veamos como primer ejemplo el clasico, ajustar
linealmente por una recta:

Ejercicio 2

Dado el conjunto de datos {(x1,v1), (x2,¥y2), (x3,Y3), (T4, Ys), (z5,y5)}, que estdn dados
por la siguiente tabla

z] 1 | 2 [ 5] 8]9
y [-1.7[-03]05 1827

hallar la recta que mejor aproxime a los datos.

Solucién: Uno podria proponer varias maneras de decidir cudl es la recta que “mejor aproxima”
a los datos, pero la que més se usa es considerar los residuos entre nuestros datos y la funcién
que queremos que los aproxime, es decir r; = y; — f(z;) parai =1,...,5.

Lo que queremos minimizar es entonces la suma de los residuos cuadrados, es decir:

S(Bu o) = 37 = 3 (s — F@))’ = > (0 — Brzs — Bo)?
=1 =1 =1

Noten que acd nuestras incégnitas son B; y o, los parametros de la recta
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Datos del Ejercicio 1 graficados en el plano

Por supuesto, querremos escribir este problema de forma matricial. Entonces notamos que
si definimos

11 -1.7
| 1 2 —0.3
A=|1 z|=|1 5 ,ﬁ:(ﬂl),yz 0.5
| 18 Fo 1.8

19 2.7

Podemos reescribir lo que estamos minimizando como

S(8) = A8 - yli3

Llegamos entonces al mismo problema que habiamos desarrollado al comienzo. Gracias a
la horrorosa cuenta que hicimos una vez y no haremos nunca mas, sabemos que la solucién es
la solucién al sistema lineal

ATAB = ATy
Tenemos que resolver entonces
11 —-1.7
(11111) }g (50>:<11111> _0053
125809 L g | \Br 125809 L8
19 2.7

(3 17) (3) = (o)

Con lo que finalmente obtenemos que

By = 0.478
By = —1.79

Es decir, que la recta que mejor aproxima a nuestros datos es la dada por la funcién
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Recta que ajusta a los datos del Ejercicio 1

f(z) =0.4782 — 1.79

Esto puede ser til en muchos sentidos. Como habia dicho, en fisica puede ser que los
parametros (81 o By nos estén diciendo cuél es el valor de algo de la naturaleza que nos interesa
(por ejemplo, la gravedad de la tierra, o la constante eldstica de un resorte). A su vez también
puede servir pues si uno le asigna algin significado a estos valores, la recta nos puede servir
como un predictor. Como ejemplo, si los z; fueran los miles de metros cuadrados de una
propiedad, y los y; fueran su precio, que ya conocemos, si ahora nos dan una propiedad nueva,
de la cual desconocemos su valor, de digamos 11 mil metros cuadrados, podriamos estimar el
mismo a partir de f(11).

Coémputo de la soluciéon de minimos cuadrados

Ya vimos con todo el cuenterio que
A . 2
T =ar mln{Aa:—b }
g min {|| Az — b2

se puede obtener como la solucién del sistema lineal
ATAx = A"b.

El anterior es un resultado de vital importancia tedrica pero que en la practica es una
manera jamas utilizada para resolver un problema de cuadrados minimos. El motivo es simple:
no podemos controlar cond(AT A).

Habréan visto en la tedrica que podiamos generalizar el nimero de condicién en norma 2 a
matrices A € R™*" con m > n si llamamos al valor singular més grande de A como o;(A) y
al més pequefio como o0,,(A), del siguiente modo:

01(A)
on(A)

cuando A era de rango completo y si no decfamos que condy(A) = +o0.
Luego, aboquémonos al siguiente ejercicio

conds(A) =




Algebra Lineal Computacional - Clase Practica N°10 - Fausto Martinez 9

Dada una matriz A € R™*" con m > n, demostrar que

condy (AT A) = condy(A)?

Solucién: Si A es de rango completo,

condy(ATA) = i;EiT::; = Z;E::;2 = condy(A)?

donde, siguiendo la misma idea que antes, denoté a A;(AAT) como el autovalor més grande
de AAT y con \,(AAT) al autovalor més chico.

Observacion

Dividir por \,(ATA) est4 bien definido, pues al ser A de rango completo, AT A es
definida positiva y por ende inversible, como se puede ver de

' AT Ax = (Ax)T Ax = | Az|2 >0

pues Ax # 0 para x # 0, pues A es de rango completo.
De la definida positividad de A se desprende que todos sus autovalores son positivos,
entonces se puede dividir por \,(A*A)

Si A no fuera de rango completo, es decir
rk(A) <n
entonces AT A no seria inversible, pues
k(AT A) < min{rk(A”),tk(A)} =1k(A) <n <m.

Esto quiere decir que si condy(A) = 400, entonces también condy(AT A) = +co. O
La conclusién a la que quiero llegar con esto y que me gustaria que se lleven es que utilizar
la ecuacién normal, eleva al cuadrado la condicién del problema, pues

condy (AT A) = condy(A)?

Dado que la condicién es siempre un niimero mayor o igual que 1, y en la practica, para una
matriz A arbitraria, bastante mayor que 1, utilizar la ecuaciéon normal hace al problema stiper
inestable, y no es un método deseable para resolver computacionalmente minimos cuadrados.

., Qué se hace en la practica entonces? Una opcién es utilizar la descomposicion QR de
A, dado que las matrices unitarias nos vienen siempre copadas pues como ya vimos, vale la
siguiente proposicion

Proposicién

Dada una matriz Q € R™*" ortogonal, vale que

« Qll2=1

o ||Qz|2 = ||z||2, para todo x € R”

Tenemos, entonces, considerando la descomposicién QR de A, dada por

A=QR
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donde @ es ortogonal y R es triangular superior, que
Az — b3 = |Q"(Az - b)||; = [| Rz — Q"b|3
Tenemos, entonces que resolver el sistema
Rz = Qb

también es una solucién del problema de minimos cuadrados.
., Qué pasara ahora con la estabilidad?

Dada la descomposicién QR de una matriz A € R™*™ con m > n, dadas por
A=QR
con Q € R™ ™ ortogonal y R € R™*" triangular superior, demostrar que

condy(A) = condy(R)

\. J

Solucién: Recordando que
o1(A)

on(A)

Basta con ver que los valores singulares de R = Q7 A son los mismos que los de A, y esto
vale pues al considerar la descomposicién en valores singulares de A dada por

condy(A) =

A=UzVT
podemos hallar facilmente la de R como
R=QTA=Q"uxvT=U0UxVv"
lo que muestra que R tiene los mismos valores singulares que A y por ende

condz(R) = Zlillg = Z;Ei; = condy(A) .

]

Vemos que mejoramos mucho la estabilidad del método pues ahora dejamos el niimero de
condicién igual que el de la matriz original, y aparte solo nos queda por resolver un sistema
triangular que como vimos es facil en términos de complejidad (dada ya la descomposicién QR,
claro).

Podemos mejorar aiin mas esto? Bueno, la pista deberia estar en la definiciéon del niimero
de condicién. Como vemos, el mismo depende claramente de qué tan grandes o chicos sean oy
y 0,. Claramente no podemos hacer mas chico o; pues es el valor singular que méas informacién
de la matriz nos da y no nos podemos deshacer de él asi nomas, pero con respecto a o, ya vimos
que la mayor parte de los dltimos valores singulares aportaban poco y nada a la informacién
que tenemos sobre la matriz, asi que quizas sea una buena idea tirarlos, y quedarnos con la
SVD Truncada. Formalicemos esto.

Dada la descomposiciéon SVD de A € R™*™ con m > n dada por

A=UxXVT

donde el ultimo valor singular positio es el o5, como venimos notando, el problema de
minimos cuadrados puede ser escrito como
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4@ = bj = [USVTe — b|3
= U USVT2 - b
= [=V7e — U”b

y, si denotamos y = VT, ¢ =U"b

_ 2
=2y — |3
S n
2 2
=S m—ef+ 3
i=1 i=s+1

Como estamos minimizando una suma de términos positivos, queremos hacer tantos 0 como
sea posible. Esto es, tomar y; = fr—z para ¢ = 1,...,s y y; arbitraria para ¢ = s+ 1,...,n
(podriamos tomar y; = 0 para i = s+ 1,...,n por una cuestién de que nos quede una solucién

de norma pequefa). Una vez hallado el § que minimiza esa expresién, volvemos a la variable
original « haciendo & = Vg. ;Cémo se escribe todo este proceso matricialmente?
Fijense que lo que terminamos obteniendo fue para¢=1,...,s
Ci
Yi= —
a;

ul'b

o;
1
=—ulb
o)

Es decir, matricialmente

1 T
o1 ul
(9)i=1,...s = S b
1 D S
0s/ sxs S sXm

1 .
7 — o N T __
U= s U b
0 o
0 0 m mxm
nxm

Luego hicimos & = V'y volviendo a la variable original.
Finalmente, llegamos entonces a

2=VvXiUT = A'p

Es decir, que jLa pseudoinversa resuelve el problema de minimos cuadrados!

Y aparte, recordando que si quitamos valores singulares pequenos, no perdemos mucha
informacion al respecto de la matriz, podemos en lugar de considerar la matriz original A que
tiene condicién

o01(A)
On(A)

considerar a la matriz de mejor aproximacién de rango k, para algin k < n que nos sea
pertinente para el problema, que seria

condy(A) =
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k
T
Ak = Z o;u;v;

i=1

y tendria una condicién de

< o1(A) = condy(A)

condy(4y) = 74 on(A)

O'k(A)

Consiguiendo entonces resolver el problema de minimos cuadrados con un condicionamiento
alin mejor que el original de A.

Como comentario al margen, ya que no es un contenido del curso, el truncado de SVD es
tan solo uno de montones de métodos de regularizacion que existen, que se abocan a estabilizar
las soluciones y evitar la amplificacién de errores por ruido en los datos.

En particular, es un método de filtrado espectral, que son los que intentan amortiguar el
efecto de las componentes asociadas a valores singulares pequeiios de la descomposicién SVD
de la matriz, utilizando un filtro ®; y obteniendo

"1
T = Z@i—u?bvi con &, = ]
-1 i 0 para valores grandes de %

1 para valores pequeios de %

Como conclusion, tenemos la siguiente tabla, que resume un poco todo para intentar ordenar
las ideas

Método Formacioén Resolucién | Complejidad Total | Estabilidad / Sensibilidad
Ecuaciones normales | AT Ay ATb: O(mn?) O(n?) O(mn? 4 n3) condz (AT A) = condz(A)?
QR A =QR: O(mn?) O(n?) O(mn?) condz(R) = condz(A)

SVD completa A=Ux=VT: O(mn?) O(mn) O(mn?) condz(A) = Z&

SVD truncado en k Ar UkEkaT: O(mnk) O(mk) O(mnk) condz(Ag) = g—; < condz(A)

Comparacién de métodos de resolucién de minimos cuadrados. Se asume A € R™*™ con
m > n.

Creo que no esta de méas decir, que a pesar de que la discusién de qué es mas estable para
una maquina es vital en una materia en la que nos abocamos a aprender algoritmos que eje-
cutard una computadora, para un ser humano resolviendo una instancia pequefia del problema
de minimos cuadrados como hicimos en el ejercicio 2, probablemente la manera mas concisa de
hacerlo sea precisamente como lo hicimos, utilizando las ecuaciones normales.
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Interpolaciéon polinomial

Supongamos que nos dan n+1 puntos (2o, Yo), (1,%1), - - - (Zn, Yn) con z; € R todos distintos
entre si, y queremos encontrar un polinomio p de grado a lo sumo n tal que

p(z;) =vy; parai=0,1,...,n.

Este problema se conoce como interpolacion polinomial. Lo que buscamos entonces es
determinar los coeficientes ¢y, ¢y, ..., ¢, del polinomio

p(z) = co + 17 + oz’ + -+ - + ™,

de manera tal que se cumpla p(z;) = y; para cada i =0, ...,n.
Si escribimos esta condiciéon para cada uno de los puntos, obtenemos un sistema de n + 1
ecuaciones con n + 1 incégnitas:

o+ 1% + 2T + -+ - + Tl = Yo
cotaz+arit - +ert=y

Co+ 1Ty + CoT2 + - + T = Yy

Esto puede reescribirse como un sistema lineal de la forma

Ac=y,
donde

a=|, 0 T eroxei e | TRy =
1 z, =z Cn Un
La matriz A que aparece en este sistema se conoce como la matriz de Vandermonde
asociada a los puntos xo, ..., x,. Esta matriz tiene una propiedad muy importante, que queda
como ejercicio para el lector interesado: si los z; son todos distintos, entonces A es
invertible (ver el final del documento para més detalles). Esto significa que el sistema tiene
una Unica solucién, y por lo tanto, existe un inico polinomio de grado a lo sumo n que interpola
los n + 1 puntos dados.
Conclusiéon: Encontrar un polinomio que interpola un conjunto de puntos equivale a re-
solver el sistema lineal Ac = y,, donde A es la matriz de Vandermonde construida con las
abscisas de los puntos (es decir, los z; y y es el vector de las ordenadas (los ;).

Hallar el polinomio de grado a lo sumo 2 que interpola los datos:

(1,2), (2,3), (3,5)

Solucién: En este caso, tenemos n = 2, y por lo tanto buscamos un polinomio p(z) = ¢y +
c1r + cox? tal que p(1) =2, p(2) =3 y p(3) = 5.
La matriz de Vandermonde y los vectores son:

111 2
A=|1 2 4|, y=13
139 5
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Resolvemos el sistema Ac = y:

1 1 1\ (e 2
1 2 4 Ci | = 3
1 3 9/ \c 5
Resolviendo el sistema por cualquiera de los métodos vistos en el curso, se obtiene:
1 1
=9 - _- =
CO y C]_ 2 9 C2 2

Por lo tanto, el polinomio que interpola los datos es:

1 1
=92 — 2
p(z) 5%+ 5%

Como mencioné antes, este método puede extenderse a cualquier conjunto de n + 1 puntos
con abscisas distintas (z; todos distintos), y el sistema lineal resultante siempre tiene solucién
Unica, ya que la matriz de Vandermonde es invertible en ese caso. Para ver eso, dejo como
ejercicio al que le interese ver que

Dada una matriz de Vandermonde A generada por una secuencia de n ndmeros reales
Qai,...,Qn, es decir

2 n—1
1 o of -+ of X
N 1 ap a2 --- oy
2 n—1
1l app o -+ ap

entonces

det(A) = [] (oj—aw)

1<i<j<n

Observacion

Quien demuestre esto, demostrara que la matriz de Vandermonde serd inversible siempre
que los z; sean todos distintos.

A su vez, si quisiéramos un polinomio de grado k£ que “intente” interpolar a los n + 1
puntos, entonces lo que deberiamos plantear es analogo a lo anterior, pero esta vez de la matriz
de Vandermonde nos quedaremos hasta la (k + 1)-ésima columna, es decir, tendriamos

2 k
1 x zg x% Co Yo
A 1z z§ -+ xf e REHDXGEF) o C1 Y= n
) . b .
2 k
1 z, z; -+ =z Ck Un

Y si se fijan, al plantear el sistema
Ac=y, AecROFIXED) ¢ REFD o e RO (B 41) < (n+1)

estamos en la misma situacién del principio de la clase, cuando nos enfrentamos a problemas

con mas ecuaciones que incognitas, y por ende este es un problema que se puede solucionar con
cualquiera de los métodos de cuadrados minimos que vimos.

Comentario final: Las consultas, dudas, sugerencias son stiper bienvenidas a fmartinez@dm.uba.ar
o al campus de la materia.



