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Practica N° 7: Métodos iterativos para sistemas lineales.

Ejercicio 1. Escribir un programa que implemente el método de Jacobi y otro que implemente
el método de Gauss-Seidel para la resolucion de un sistema lineal Ax = b, con las siguientes
condiciones:

e que finalice si el método se estaciona,

e que finalice con una advertencia si se excede cierto tope de iteraciones.
Sugerencia: investigar los comandos np. tril , np. triv y np.diag.

Ejercicio 2. El objetivo de este ejercicio es probar que el radio espectral de una matriz
A € R™™ acota inferiormente a toda norma de A, sin utilizar normas complejas.

Dada A € R™*" sea A = a+ib un autovalor de A y sea u—+iv el autovector correspondiente,
con a,b e R, u,v e R".

a) Calcular Au y Av y probar que:
[Aw]; + | Av[lz = (a* + b%)([[ull; + [|v]3)-

b) Concluir que:

Al < [l A]l2-
¢) Probar que dada una norma cualquiera || - || en R™*" vale que
Al < [lA]l.

Sugerencia: Usar la equivalencia de normas. Notar que si B = A™, entonces \™ es
autovalor de B.

Ejercicio 3. Considerar el sistema Ax = b para A = ( 664 :(13 ) y b=(1,2)".

a) Demostrar que el método de Jacobi converge para todo dato inicial.

b) Sea J la matriz de iteracién. Hallar las normas 1, co y 2 de J.
;Contradice la convergencia del método?

c) Hallar una norma || - || en la cual ||J|| sea < 1.
Sugerencia: Considerar una base de autovectores de J .

Ejercicio 4. Decidir para cada una de las siguientes matrices si los métodos de Jacobi y de
Gauss-Seidel convergen.

1 10 1 0 -1 3 -1 -4
A=1|-1 2 1 B=|-21 1 cC=|-1 5 7
0 01 -1 0 -1 -4 7 14



Ejercicio 5. Decidir para cada uno de los siguientes sistemas, si los métodos de Jacobi y de
Gauss-Seidel son convergentes. En caso afirmativo usarlos para resolver el sistema. Si ambos
métodos convergen, determinar cudl converge mas rapido ;Es la matriz del sistema diagonal
dominante? ;Y simétrica y definida positiva?

5 7 6 5 1 923

3 11 1 0 710 8 7 o 32

@) | 261 o= 9 b g g o1 g zs | | 33
L4 3 6 5 7 9 10 4 31

Ejercicio 6.

a) Mostrar que toda matriz B € R™ " con |det(B)| > 1 tiene un autovalor A, real o
complejo, con |A| > 1.

b) Decidir si el método de Jacobi converge o no para un sistema dado por la matriz
-1 1 2
A= 4 -1 3
5 6 -1

Ejercicio 7. Probar que el método de Jacobi converge para todo sistema de 2 x 2 dado por
una matriz simétrica y definida positiva.

Ejercicio 8. Sean A, B € R**3 las matrices

a ¢ 0 0 b O
A=| c¢c a ¢ |; B=\| 000
0 ¢ a 0 b 0

a) Probar que lim,,_,o, B" = 0 si y sélo si [b| < v/2/2.

b) Dar condiciones necesarias y suficientes sobre a,c € R para la convergencia del método
de Jacobi aplicado a la resolucién de Ax = v.

Ejercicio 9.

a) Sean M, N € R™*" con M inversible. Probar que los autovalores de —M ~'IN son las
raices del polinomio det(AM + N)

b) Sean
0 1 144 00 1
A= 1+ 0 , M= 0 1 0
1+ 1 0 100

Para resolver un sistema Aax = b se propone el método iterativo:
Xy = M 'Nax, + M 'b, (1)

Siendo N = A — M. Probar que si el método (1) converge a &, entonces & es solucién
del sistema Ax = b.



c) Hallar todos los valores de « para los cuales el método propuesto converge.

d) (Qué restricciéon impondrian sobre « si se quiere garantizar que el error e, = x, — x
satisfaga:

I\"
nll <\ 3 )
leall < (5) lleol
para alguna norma || - ||?

Ejercicio 10. Utilizar la iteracién de Gauss-Seidel para resolver el sistema A, x = b, para

(12 B 1,

., Como es la convergencia? ;Tiene esto que ver con el mal condicionamiento de A? Dar un
ejemplo de una matriz mal condicionada para la cual la convergencia sea rapida.

Ejercicio 11. (método SOR) Dada A € R"™*™ con a;; #0,1<i<n, A=L+D+U.

a) Demostrar que el sistema Ax = b es equivalente al sistema
(D+wL)x = ((1 —w)D —wU)x + wb, cualquiera sea w # 0.

b) Considere el método iterativo "' = B(w)x* + ¢ con
B(w) = (D +wL) ™' ((1 —w)D — wU).

Probar que det(B(w)) = (1 — w)™ y concluir que si el método converge = w € (0, 2).

1 2
A:( )
21

Compare los métodos para w = % y w =1 ¢ Cual elegiria y por qué ?

c) Sea

Ejercicio 12. Considerar la forma cuadrética f(z,y) = ax® + By* + vy + dx + ey + 1.

a) Probar que si x = (x,y)", entonces f puede escribirse en forma matricial como:

1
iaztAa: —bx + 1,

para cierta A simétrica.
b) Probar que los puntos criticos de f son las soluciones del sistema Ax = b.

¢) Probar que f tiene un minimo (dnico) si y sélo si A es definida positiva (estricta).
Inversamente: f tiene un méximo (nico) si y sélo si A es definida negativa.

d) Probar que si A tiene autovalores \; < 0 < Ay entonces f tiene un punto silla (hallar
una direccién en la que tenga un maximo y una direccién en la que tenga un minimo).

e) ;Cambia algo si la cuadratica estd definida sobre n variables xq, ..., z,?



Ejercicio 13. Dada la analogia delineada en el ejercicio anterior, cuando A es simétrica y
definida positiva, tiene sentido pensar el problema Ax = b como un problema de minimiza-
cién. Los métodos de descenso toman un vector inicial (®) y realizan la iteracién: x*+9 =
x®) +tkp*)  donde v® es una direccidn de descenso elegida en cada paso y t* es un pardmetro
que indica cudnto moverse lo largo de la direccién v®).

a) Probar que la direccién de méximo descenso de una funcién f en un punto z® estd
dada por: —Vf(z®).
Sug.: recordar la derivada direccional de f en la direccion de v puede calcularse como

%(w) =Vf(x)-v.

b) Mostrar que para una funcién cuadratica como la del ejercicio anterior el gradiente
negativo es el residuo: —Vf(x) =r:=b— Ax.

c) El método del gradiente es un método de descenso en el que se elige como direccién de

descenso el gradiente negativo: v*) = —V f(x®) = r*). Probar que para f cuadratica,
la funcién ¢(t) = f(z® +tr®) alcanza un minimo en ¢t = %. [Obs.: la funcién ¢

es la cuadratica restringida a la recta con vector director r*) que pasa por z*)].

Ejercicio 14. En el contexto del Ejercicio 13, mostrar que si la funciéon ¢ se define como

ot) = f(x® 4+ td®), donde d® es una direccién cualquiera, entonces el minimo de ¢ se
r(R)tp(k)

alcanza en t = OGN

Ejercicio 15. Implementar el método del gradiente descripto en el Ejercicio 13, eligiendo
en cada paso el valor de t 6ptimo. El algoritmo debe detenerse cuando la diferencia entre
dos iteraciones sucesivas es menor que una tolerancia dada. Ademas, debe almacenar toda la
sucesion de puntos generada y devolverla en forma de matriz de N x n, donde n es el tamano
del problema y N el nimero de iteraciones realizadas.

Ejercicio 16.

a) Aplicar el método del gradiente a la resolucién del sistema: Az = b siendo:

() ()

b) Si X es la matriz que devuelve el método (cada fila es una iteracién), correr el siguiente
cédigo:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

X = np.linspace (0,6,100)

y = np.linspace (—2,2,100)
s|xx,yy = np.meshgrid(x,y)

77 = np.zeros (xx.shape)

for i in range(xx.shape[0]):
for j in range(yy.shape[l]):
vee = np.array ([xx[i,3],yy[i,i]])
10 zz[i,j] = 0.5%xvec@A@vec — b@vec
plt.contour (xx,yy,zz)




plt.plot (X[:,0] ,X[:,1], %)
plt .show ()

Interpretar qué hace cada linea.

¢) ;Qué se muestra en el grafico obtenido? ;Qué se observa?

Temas:

e Métodos iterativos clasicos: Capitulos 6.1 a 6.3, Acosta-Laplagne y Capitulo 4.6 Kincaid.
e Método de gradiente: Capitulo 6.4, Acosta-Laplagne y Capitulo , Kincaid Capitulo 4.7.
e Método de gradiente conjugado: Capitulo 6.5, Kincaid 4.7.
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