Algebra II

Primer Cuatrimestre - 2025
Practica 7
Teorema de estructura

1. Sea M un A-médulo. Decidir cuéles de las siguientes afirmaciones son verdaderas.
(I) De todo sistema de generadores de M puede extraerse una base.
(11) Todo conjunto linealmente independiente en M puede extenderse a una base.
(1) Todo médulo es libre.
(1v) Todo submédulo de un médulo libre es libre.
(V) Six € M es no nulo entonces {x} es linealmente independiente.
(v1) Existen médulos libres con elementos no nulos que son linealmente dependientes.
(vir) Existen médulos no libres tales que todo elemento no nulo es linealmente independiente.
2. Sea A un dominio integro. Decidir cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas.
(1) Si M es un A-modulo libre entonces es sin torsion.

(I1) Si f: M — N es un morfismo de A-médulos y M es de torsién entonces Im(f) es de
torsion.

(1) Si f: M — N es un morfismo de A-médulos y M es sin torsion entonces Im(f) es sin
torsion

3. Sea A un dominio integro, sea M un A-médulo y S C M un submédulo. Probar que ¢(S) =
SNt(M).

4. Calcular ¢t (R/Z).
5. Sea A un dominio integro y sean M y N dos A-médulos. Probar que:
() si N es sin torsién entonces Hom4 (M, N) es sin torsion;
(1) Si M es de torsién y N es sin torsién entonces Homy (M, N) = 0.
6. Sea A un dominio integro y sea (M;);c; una familia de A-médulos. Probar que
() £ (TTier Mi) S ITier H(M;).
(1) t(Dier Mi) = Dier t(M;).

7. Sea A un dominio integro, y sean M y N dos A-médulos. Probar que si M o N son de torsion
entonces M ® 4 N es de torsion.

8. Clasificar los grupos abelianos de orden 16, 27 y p® para cada p € N primo.

9. Sea G un grupo abeliano de orden p>, con p primo. Calcular los posibles érdenes del subgrupo
{xeG:xF =1}



10. Clasificar los grupos abelianos de orden 6, 12, 18, 45, 50, 100 y 180.
11. cCaracterizar los grupos abelianos finitos tales que:
(I) Todo subgrupo propio de G es ciclico.
(11) Todo subgrupo propio de G es de orden primo.
(111) Todo subgrupo propio no nulo de G es maximal.
(Iv) Para todo par de subgrupos SyTdeG,S C ToT CS.
(v) El orden de todo elemento no nulo de G es primo.
(vI) G/S es ciclico para todo subgrupo S no nulo de G.
12. Calcular los factores invariantes de los siguientes grupos:
(1) Z/AZ ®Z/6Z & Z/9Z.
() Z/2Z & Z/2Z S Z/8Z & Z/147Z.

(1) G un grupo abeliano de orden 36 que tiene exactamente 2 elementos de orden 3 y que no
tiene elementos de orden 4.

(Iv) G un grupo abeliano de orden 225 que tiene por lo menos 40 elementos de orden 15 y tal
que todo subgrupo de orden 9 de G es isomorfoa Z/3Z & Z/3Z.



