Algebra II

Primer Cuatrimestre - 2025
Préctica 6
Exactitud y producto tensorial
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0 [NV SNy Y 0
[ e
0 N LN 0

un diagrama conmutativo de A-médulos de flechas sélidas cuyas filas son exactas. Pruebe que
existe una tnica flecha punteada a’: M"” — N” que completa el diagrama a uno conmutativo,
y que si a y &’ son isomorfismos entonces a” es un isomorfismo.

2 (Lema de los cinco). Sea
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un diagrama conmutativo de A-médulos cuyas filas son exactas. Pruebe que que si &, B, 6 y € son
isomorfismos entonces y es un isomorfismo.

3. Sean A un anilloy N, N/, N” tres A-médulos.

(I) Probar que una sucesiéon
0— N-—N — N

es exacta si y solo si para todo A-médulo M, la sucesién
0 — Homu (M, N) — Hom (M, N') — Homy4 (M, N")
es exacta.
(11) Probar que la exactitud de
0—N-—N —N'—0
no implica siempre la exactitud de

0 —s Hom4 (M, N) —s Homy (M, N') — Homy (M, N") — 0.

4 (Proyectivos). Decimos que un A-médulo P es proyectivo si Hom 4 (P, —) envia sucesiones exac-
tas cortas en sucesiones exactas cortas. Pruebe que las siguientes condiciones son equivalentes:

(I) P es proyectivo.



(11) para cada epimorfismo p: M — N y morfismo f: P — N, el diagrama de flechas sélidas
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puede completarse con una flecha punteada —no necesariamente tinica— de forma que siga
siendo conmutativo.

(111) existen un conjunto I y un A-médulo Q tal que P Q = Al = PBic1 A

(1v) toda sucesién exacta corta
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se parte, es decir, es tal que ¢ admite una seccién.
5. Pruebe que si P y Q son dos A-médulos proyectivos entonces P & Q es un médulo proyectivo.

6. Sea P un A-médulo finitamente generado. Pruebe que las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(I) P es proyectivo;
(1) existenn € Ny Q un A-médulo tal que P @ Q = A",
(111) existen € Ny p: A" — A" un proyector tal que P = Im(p).

7. Sea A un anillo conmutativo y M, (Nj);c; A-médulos. Probar que se tienen los siguientes iso-
morfismos de grupos abelianos

Homyu (M, [ [ Ni) = [ [Hom4 (M, N;), Homu (6P Ni, M) = | [Homu(N;, M).
iel iel icl iel

8. Probar que (Z/mZ) @z (Z/nZ) =7/ (n: m)Z.

9. Sea A un anillo conmutativo y M un A-médulo.
(I) Sea M un A-moédulo e [ un ideal de A. Probar que (A/I) @4 M ~ M/IM.
(1) Sean I, ] ideales de A. Probar que A/I®4 A/] ~ A/(I+]).

10. Sean N un A-médulo a derecha y (M;);c; una familia de médulos a izquierda. Probar que

Noa@PM =E@PN®sM,;.
iel iel

Deducir que AD @4 AU) =2 AU*)) para todo par de conjuntos I,].
11. Pruebe quesi0 — M’ i) M £ M — 0 es una sucesién exacta corta de Z-mbdulos, entonces
; 1o®f lo®g 1"
0-0Q®zM — QRzM —7—Q®zM" — 0

es una sucesién exacta corta de Q-médulos. ;Es cierto esto si reemplazamos Q por Z/nZ?

12. Dado un Z-médulo M, definimos su rango como rk M := dimg Q ®z M. Probar que:



(I) si M es libre y B es una base de M, entonces rk M = #B.
(11) si M es finito, entonces rk M = 0.
(m) si0 — M’ — M — M"” — 0 es una sucesién exacta corta, entonces rk M = rk M’ +rk M".

(Iv) si f: N = M es un morfismo de Z-moédulos, entonces

rkIm(f) 4+ rkNu(f) = rk N.



