Algebra II

Primer Cuatrimestre - 2025
Practica 5
Moédulos

1. Determinar si M es un A-médulo en cada uno de los siguientes casos:

(1) A=2Z/nZ, M =2Z/mZ,conn,m € N tales que m | n, la suma usual de Z/mZ y la accién
dada pora - x = ax.

() A =2, M = M;(C), con la suma usual de matrices y la accién producto usual de matriz
por escalar.

(1) A = R[X], M = R", con la suma usual de R" y la accién
fo(x,x2,.00,00) = (fF(D)xg, f(0)xa, ..., f(0)xy).

(Iv) A= M,(Z), M = Z, con la suma usual de nimeros enteros y la accién a - x = det(a)x para
aeMy(Z)yxeZ.

2. Sea k un cuerpo.

(I) Sea V un k-espacio vectorial y sea f € Endy (V). Probar que existe una tnica estructura de
k[X]-mo6dulo en V que satisface

AXPv=A-vy X-v=f(v).

(11) Sea M un k[X]-mo6dulo y sea f: M — M la funcién definida por f(v) = X - v. Probar que
con la accién k- v := (kX?) - v y la suma + de M, este Gltimo resulta un k-espacio vectorial

y f € Endg(M).

3. Sean A y B anillos, sea M un B-médulo y sea ¢: A — B un morfismo de anillos. Pruebe que
la accion a - x := @(a) - x define una estructura de A-médulo sobre M.

4. Determinar si S es un submoédulo del A-médulo M en cada uno de los siguientes casos:
) A=Q M=M,(Q),S={ae M;(Q):a; =0paratodo1 <i<n}.
() A=Z,M=M,(Z),S={a e My(Z) : det(a) = 0}.

(1) Aunanillo, M = A", S = {(x1,...,x4) € A" : x1+ -+ +x, =0}.

(Iv) A un anillo conmutativo, M = A[X]y S = A,[X] = {f € A[X] : f =00 deg(f) < n} para
cadan € N.

5. Sea A un anillo conmutativo y sea a € A™*™. Probar que la aplicacién f, : A™1 — A"X1
definida por f,(x) = a - x (donde - es el producto de matrices) es un morfismo de A-médulos.

6. Sean M, N y P tres A-médulos y sean f: M — Ny g: N — P dos funciones. Probar que:

() sigo fesunmorfismo de A-médulos y ¢ es un monomorfismo, entonces f es un morfismo
de A-médulos;



(11) sigo fesunmorfismo de A-médulosy f es un epimorfismo, entonces g es un morfismo de
A-médulos.

7. Sean M y N dos A-médulos y f: M — N una funcién. Probar que f es un morfismo de
modulos si y sélo si su grdfico T(f) = {(x, f(x)) : x € M} es un submédulo de M x N.

8. Caracterizar el A-médulo cociente M/S en cada uno de los siguientes casos:
() N=M"S={xeN:x;+ - +x, =0}
() N=M"conn>2,S={xeN:x;=x,yx =0}
() N=A[X],S={fe€A[X]:f(1) =0}.
(1v) N=M,(A),S={(a € M,(A):a; =0paratodo1 <i<n}.
(v) dado X un conjuntoe I C X, N = MX,S={xeN:x;= 0 paratodoi € I}.
9. Sea A un anillo y M, N dos A-médulos a izquierda.
(1) Probar que M* := Homy (M, A) es un A-mé6dulo a derecha con accién (f -a)(x) = f(x)a.

(11) Concluir que Homy (M, N) es un C(A)-médulo con la accién dada por (a - f)(x) = af(x).
¢(Por qué esto no define una accién a izquierda para todo elemento de A?

(111) Probar que Homy (A, M) ~ M como C(A)-mé6dulos.

10. Sean A un anillo conmutativo y M un A-médulo. Su dual es el A-médulo a derecha M* =
Hom 4 (M, A). Probar que la aplicacion

ev: M — M*, ev(x)(f) = f(x)

es un morfismo de A-médulos y que Nu(ev) = (1) Nu(f).
feM

11. Probar que Homz(Q, Q) ~ Q.
12. Un A-mo6dulo M se dice simple si M # {0} y sus tnicos submédulos son {0} y M.

(1) Probar que un A-médulo M es simple siy sélosi M # {0} y A-x = M para todo x €

(1) Sea f: M — N un morfismo de A-médulos. Probar que

(a) Si M es simple, entonces f = 0 0 f es un monomorfismo.
(b) Si N es simple, entonces f = 0 o f es un epimorfismo.

(c) Si My N son simples, entonces f = 0 o f es un isomorfismo,
(111) Probar que si M es simple, entonces End 4 (M) es un anillo de division.
13. Probar que los grupos abelianos Q*, R*, C*, Q- y R+ no son de tipo finito.

14. Sea M un A-mdédulo no nulo de tipo finito. Probar que si S es un sistema de generadores de
M entonces existen x1,...,x, € S tales que M = Axy + - - - + Axy.

15. Sea A un anillo, sea M un A-médulo y sea S un sistema de generadores de M. Decimos que
S es un sistema de generadores minimal de M si ningtn subconjunto propio de S es un sistema de
generadores de M.



(I) Probar que todo A-médulo de tipo finito posee un sistema de generadores minimal.

(11) Probar que para todo n € IN se tiene que Z como grupo abeliano admite un un sistema de
generadores minimal de n elementos.

16. Sea A un dominio integroy seaa € My (A). Paracadaj € {1,...,n},seav; = (ayj,...a,) €
A". Probar que:

(1) {v1,...,vn} eslinealmente independiente si y s6lo si det(A) # 0.
(11) {v1,...,v,} es un sistema de generadores de A" siy sélo si det(A) € U(A).

17. Sean A un anillo y M un A-médulo. Probar que si todo conjunto no vacio de submédulos de
tipo finito de M tiene un elemento maximal, entonces M es noetheriano.

18. Dar ejemplos de:
(I) un A-médulo de tipo finito que no sea noetheriano;
(11) un A-médulo tal que todo submédulo propio sea de tipo finito y que no sea noetheriano.

19. Sean Mj, ..., M, una familia de A-mé6dulos. Probar que @ ; M; es noetheriano si y sélo si
M, es noetheriano para todoi € {1,...,n}.

20. Probar que un k-espacio vectorial V' es noetheriano si y sélo si dimy (V) < oo.

21. Sea A un anillo y sea M un A-médulo. Sea f € Ends(M) y, para cada n € N, sean K, =
Nu(f") e I, = Im(f"). Probar que:

(1) si K1 = Ky, entonces K1 NI} = 0;
(11) si Iy = I, entonces K1 + I1 = M,;
(1) si M es noetheriano, entonces existe n € IN tal que K, N I, = 0;
(Iv) si M es noetheriano y f es un epimorfismo, entonces f es un automorfismo.
22. Probar que no existen epimorfismos de Z-mdédulos:
(1) de Zy~ en Zy~ & Z/pZ;
(1) de Q en Zyeo © Zpe;
(1) de Q/Z en Zpoo ®Z/n”Z.
23. Sea p un primo. Probar que no existen secciones:
(1) de Z/pZ en Z/ p*Z & Z/ v*Z;
(1) de Z/pZ ®Z/pZ enZ/pZ © Z/ v*Z;
(1) deZ® Z/pZ en Z/pZ & Z/pZZ;

24. Sea M un A-médulo y sean S y T submoédulos de M. Probar que M = S @ T siy sélo si existe
p: M — Mtalque p> = p,S = Nu(p) y T = Im(p).

25. Sea M un Z-médulo y sean S y T submédulos de M tales que M = S @ T. Probar que si
existe un monomorfismo de Q en M entonces existe un monomorfismo de Q en S o existe un
monomorfismode Qen T.



