Algebra II

Primer Cuatrimestre - 2025
Préctica 1
Grupos, subgrupos y morfismos de grupos

1. SeaS'={z€ C: |z| =1}.
(1) Probar que (S, ) es un grupo abeliano y hallar z~! para cada z € S'.

(11) Determinar si S! es ciclico.

2. En cada uno de los siguientes casos determinar si (G, -) es un semigrupo, un monoide o un
grupo y, en este tltimo caso, determinar si (G, -) es abeliano.

() G=Nyp,a-b:=mem(a,b).
(Im) G=0Qsg,a-b=ab.
(1) G = My(Z) =2Z"*",A-B:= AB.
(v) G=M,;(R)=R"*",A-B:= A+B.
(V) G=2ZxZ, (a,b)(c,d) = (a+ (~1)bc,b+4d).
V) G=Uy={a€ Z/nZ : (a:n)=1},a-b:=ry(ab).
3. Demostrar que los siguientes subconjuntos son subgrupos:

1) S' <cCx, ) {1,r, 7% 13} < Dy, (1) SL,(R) < GL,(R).

4. Demostrar que todo subgrupo finito de C* es algiin grupo de las raices de la unidad.
5. Sean n,m € IN.

1. Demostrar que si n divide a m entonces G, < Gy,.

2. Demostrar que G, N G = G(;1.m)

3. Concluir que si G, < Gy, entonces n divide a m.

6 (Producto directo). Sean G, H dos grupos. El producto de G y H es el conjunto G x H dotado
con la operacién definida segtn la aplicacién

(GxH)x (GxH)— (GxH)
((81,h1), (82, h2)) — (8182, 11 - h2)
Demostrar que G x H es un grupo y que es abeliano si y solo si G y H lo son.

7. Mostrar que si G y H son grupos finitos, el orden de un elemento (g,/) € G x H es el minimo
comuin multiplo entre los 6rdenes de gy h.

8. Determinar el orden ord(g) en los siguientes casos:



() G=S53,¢=(12)(567). (i) G=S', g =cos 2Z +i sen 22,
() G =2Z/12Z;g =2,g=3,3="4y
g =10. (V) G = Dy, g = %s.
9. Consideremos S3 el grupo de permutaciones de {1, 2,3}.
(1) Calcular el orden de todos los elementos de S3.
(1) Sea o := (132) una permutacion. Describir el subgrupo C, = {t € S3 : Tooc =0 o1}

(1) Hallar, si existe, un o € Ss tal que el subgrupo C, tenga orden 1; tenga orden 2; tenga orden
3; tenga orden 6.

10. Sean G un grupo y ¢ € G un elemento de orden finito. Calcular ord(g") para cada n € Z.

11. Sea p un ntimero primo, m € IN y sea G un grupo de orden p™. Probar que existe un elemento
de orden p en G.

12. Mostrar que un grupo no trivial sin subgrupos propios es ciclico de orden primo.
13. Sea (G, -) un grupo.

(1) Sean a,b € G. Probar que las siguientes aplicaciones de G en G son biyectivas y encontrar
sus inversas

a) X —a-x. by x—a-x-b. ) x+—a-x-a L

(11) Determinar cudles de las aplicaciones definidas en (I) son morfismo de grupos, en los casos
G arbitrario y G abeliano.

14 (Argumento de Eckmann-Hilton). Sea G un conjuntoyx: GX G = G,y ® : G X G — G dos
operaciones binarias con elementos neutros 1, y 1g, respectivamente. Supongamos que las dos
operaciones satisfacen, para todo a,b,c,d € G, la siguiente ley de intercambio:

(axb)®(cxd) = (a®c)x(b®d).
(I) Demostrar que los elementos neutros coinciden: 1, = 1g.
(11) Demostrar que las operaciones coinciden: axb = a ® b, para todo a,b € G.
(1) Demostrar que las operaciones son asociativas y conmutativas.
(1v) Concluir que se tienen estructuras de monoide conmutativo coincidentes: (G, *) = (G, ®)

15. Sea (G, -) un grupo y consideremos la estructura de grupo de G x G definida en el Ejercicio
6. Demostrar que un grupo (G, -) es abeliano si y solo si su multiplicacién - : G x G — G es
morfismo de grupos.

Sugerencia: Utilizar el argumento de Eckmann-Hilton.

16. Sea f : G — H un morfismo de grupos. Probar que si ord(x) es finito, entonces ord(f(x))
divide a ord(x).

17. Probar que Z = (m,n) siy solo si m y n son coprimos.
18. Sea f : G — H un epimorfismo. Decidir para cudles propiedades P; vale la afirmacion:

Si G satisface P; entonces H satisface P;.



(1) P1: |G| =mn. (V) Ps: G es ciclico.

(1) Pp: |G| < o0. (VI) Ps: G es finitamente generado.
(111) Ps: G es abeliano. (Vi) Py:todo elemento tiene orden finito.
(1v) Py4: G no es abeliano. (vii) Pg: todo elemento tiene orden infinito.

Siahora f : G — H es un monomorfismo, decidir para cudles propiedades vale la afirmacién:
Si H satisface P; entonces G satisface P;.

19. Sea G un grupo y X un conjunto. Consideremos el grupo GX de funciones de X en G con la
multiplicacion lugar a lugar:
(f-8)(x) = f(x)g(x).

(I) Demostrar que para todo xp € X
€Uy, : GX=> G
fr= f(x)
es un morfismo de grupos. Describir su nticleo e imagen.
(I1) Mostrar que si A es un grupo abeliano, entonces Hom(G, A) es un subgrupo de A°C.
20. Sea G un grupo.

(1) Mostrar que la funcién ev; : Hom(Z,G) — G es una biyeccion y que si G es abeliano
entonces es un isomorfismo de grupos.

(11) Describir Hom(Z/nZ,G) para cada n € IN.
(111) Probar que hay un isomorfismo de grupos Hom(Z/nZ,Z/mZ) = Z/(n : m)Z.

21. Demostrar que

() Hom(Q,Z) = 0. (1) Aut(Z) = Z/27Z.
(11) No existe un epimorfismode ZenZ x Z. (1V) Aut(Z/nZ) = U,.

22. Demostrar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) G es abeliano

(1) La aplicacién f : G — G definida por f(x) = x~! es un morfismo de grupos.

(111) La aplicacién f : G — G definida por f(x) = x?

es un morfismo de grupos.
23. Hallar dos grupos G y H no isomorfos tales que Aut(G) ~ Aut(H).

24. Probar que todo grupo de orden a lo sumo 5 es abeliano. ;Qué pasa para orden 67



