Algebra II

Primer Cuatrimestre - 2025
Practica 0
Sobre primos, para entrar en calor

Comencemos con algunos recuerdos de Algebra I:

Teorema 1 (Pequefio Teorema de Fermat). Sea p un primoy a € Z coprimo con p. Entonces

a’"'=1 (mod p).

Teorema 2 (Teorema Chino del Resto). Sean ay,...,a, € Z, y my,...,my € IN coprimos dos a
dos. Existe m € Z tal que paratodo1 <i<n

m=a; (moéd m;),

y m resulta vinico médulo T}, m;.

1. Seana € Z,h € N y p un niimero primo.
(1) Seac(a) = min{f : a* =1 (méd p)}. Demostrar que si a” =1 (méd p) entonces o (a) | h.

(I1) Sean p y q primos impares. Si p | 29 — 1, entonces p > g. Deducir que existen infinitos
primos.

2 (Teorema de Wilson). Demostrar que un entero p es primosiy solosi (p —1)! = —1 (méd p).
3. Demostrar que:

() existen infinitos nimeros primos, considerando los niimeros de la forma (p; - - - p) +1 don-
de py,..., pn son primos distintos.

(1) existen infinitos ntiimeros primos congruentes a 3 médulo 4, considerando los niimeros de
la forma 4(p; - - - pn) + 3 donde py, ..., pn son primos distintos.

4. Sean p un nimero primo, 1 un nimero entero coprimo con p y r un nimero natural. Demostrar
T
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(I) Seann € Ny y ay, ..., a, enteros tales que a, es coprimo con p. Demostrar que la ecuaciéon

que p no divide a (p;gl"). Es decir,
5. Sea p € Z un ntimero primo.
an X"+ a, X"V 4 X4+a=0 (mod p)

tiene a lo sumo 7 soluciones no congruentes médulo p.

(i) Demostrar que X? — X = 0 (6) tiene 4 soluciones. ;Contradice esto al item anterior?



6. Sea ¢ : IN — N la funcién totiente de Euler definida por
pn)=#{keN:k<n, (k:n)=1}.
Demostrar las siguientes afirmaciones:

(1) Paratodon > 2, ¢(n) es par.
(11) Existe k > 1 tal que n = 2¥ siy s6lo si g(n) = 4.
7. Sea p un ndmero primo congruente a 3 médulo 4.

(I) Demostrar que no hay una raiz primitiva de la unidad de orden 4 médulo p. Es decir, no
existe un entero a tal que a* = 1 (méd p) con 4,42, a® no congruentes a 1 médulo p. Concluir
que X2 = —1 (méd p) no tiene solucién.

(1) Sean a,b € Z. Demostrar que si p | a> + b% entonces p | ay p | b. Deducir que un primo
congruente a 3 médulo no es suma de dos cuadrados en Z.

8. (x) Sean p € Z un primo impar y a un entero coprimo con p. Demostrar las siguientes afirma-
ciones:

() El entero ' es congruente a 1 o0 —1 médulo p.
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(11) Siexiste x € Z tal que a = x* (mdd p) entonces apT_l =1 (méd p).
q p p

(111) Los enteros 12,22, .. ., (pT*l)2 no son congruentes entre si médulo p.

—1
w) Sia'z =1 (méd p) entonces existe x € Z tal que a = x*> (méd p).
Sugerencia: considerar las soluciones de X T o1=0 (méd p).
—1
(v) El entero a no es un cuadrado médulo p si y sélo si a'T =1 (méd p).

(VI) Sipesdelaforma 4k + 1 paraalgin k € Z, entonces —1 es un cuadrado médulo p. Deducir
p p & p
que —1 es un cuadrado médulo p siy sélo si es de la forma 4k 4 1.

. -1 . .
Sugerencia: observar que Y5~ = 2k y usar el item anterior.

(vi) Sik € Ny p = 4k + 1 entonces (2k)! es solucién de X?> = —1 (méd p).



