ALGEBRA II
PRIMER CUATRIMESTRE 2025
SOLUCIONES DEL SEGUNDO EXAMEN PARCIAL

Ejercicio 1. Sea A un anillo conmutativo. Un A-médulo M se dice simple si tiene exacta-
mente dos submoédulos, y semisimple si todo submoédulo S < M admite un complemento,
es decir, un submédulo Tde Mtalque M = SO T.

(1)
(1)

(111)

Pruebe que un submoédulo de un médulo semisimple es semisimple.

Pruebe que si M es un médulo semisimple, entonces S < M es simple si y s6lo si
admite un complemento que es maximal.

Pruebe que si M es un médulo semisimple no nulo, entonces existe un submédulo
simple S < M.

Solucién. Hacemos cada inciso por separado.

(1)

(11)

(111)

Consideremos M un médulo semisimple, N < M y veamos que es semisimple.
Dado S < N, por hipétesis existe T < M tal que S@® T = M. Afirmamos que
S@ (TN N) = N. Ambos submédulos estdn contenidos en N por definicién, y
SN(TNN) =(SNT)NN = 0NN = 0, asi que resta ver que todo elemento de
N es una suma de elementos en cada factor. Sean € N < M.ComoM = S& T,
existens € S,t € Ttalesquen =s+t.Comot=n—sys €S <N, sesigue que
t € SN N. Esto concluye la prueba.

Sean M un médulo semisimple, S < My T < Mtalque S® T = M. Luego

SeT
M/T = ——
/ 0T

I

S.

El teorema de correspondencia de submédulos nos dice entonces que los submo-
dulos de S se corresponden con submédulos de M/ T, es decir, con submédulos de
M que contienen a T. Que S sea simple significa entonces que haya exactamente
dos de estos tltimos submoédulos, y esto es precisamente que T sea maximal.

Sea M semisimple. Por el item (I), todo submédulo de M es también semisimple.
A su vez, tomando complementos, (II) nos dice que un médulo semisimple admite
submoédulos simples si y s6lo si admite submoédulos maximales. Luego, es suficien-
te exhibir un submoédulo de N de M que tenga a su vez un submédulo maximal®.
Como M # 0, existe un elemento no nulo x € M. El submédulo ciclico (x) < M
es isomorfo a A/ I para algtin ideal I C A. En particular, admite submédulos maxi-
males ya que en el anillo A existen ideales maximales que contienen a I.

O]

Ejercicio 2. Sean A un anillo conmutativo y P un A-médulo proyectivo. Pruebe que si
existe una sucesion exacta

0 Akl am 3 an i p o

entonces existen r,s € INg tales que P & A" = A°.

1Vimos en clase que esto es cierto para médulos finitamente generados. No era necesario usarlo —ni
recordarlo. A continuacién lo hacemos para un médulo ciclico.



Solucién. La sucesién exacta del enunciado determina a su vez dos sucesiones exactas
cortas. En primer lugar, podemos considerar

0—>ker(h)‘—>A”£>P—>0,
mientras que correstringiendo ¢ obtenemos
0 Ak L am g—‘)im(g)—)O.

La primera sucesion se parte, pues P es proyectivo, asi que ker(h) & P = A". Por exac-
titud im(g) = ker(h), asi que esto muestra que P @ im(g) = A”. En particular im(g) es
proyectivo, al ser sumando de un médulo libre. Luego la segunda sucesion exacta corta
se parte, e im(g) @ AF 22 A™. En consecuencia

P®A™ = Poim(g) @ Ak = A" @ AF = ATk,
como queriamos ver. O

Ejercicio 3. Sea M un Z-médulo.

(1) Pruebe que la relaciéon en M x (Z \ {0}) dada por
(m,s) ~ (n,t) <= tm=sn
es de equivalencia. Notamos ? a la clase de equivalencia de (1, s).

(11) Pruebe que N := M x (Z \ {0})/ ~, el conjunto de clases de equivalencia de ~,
tiene una estructura de Z-médulo dada por

t st

m n . tm + sn
S

(111) Pruebe que hay un isomorfismo de Z-médulos N = Q ®z M.
Solucién. Hacemos cada inciso por separado.
(I) Verificamos las tres propidedaes de una relacion de equivalencia.

» reflexividad: Dado un par (m,s), tomando k = 1 tenemos que 1 -5 - m = sm =
1-s-m, porlo que (m,s) ~ (m,s). Luego ~ es reflexiva.

» simetria: La simetria se sigue similarmente: dados dos pares (m,s), (m’,s’), si
(m,s) ~ (m',s") entonces existe k € Z \ {0} tal que ksm’ = ksm’, 1o cual por la
simetria de = equivale a decir que ksm’ = ksm’; en particular (m’,s) ~ (m,s).

= transitividad: supongamos que tenemos tres pares (m,s), (n,t) y (m’,s") tales
que (m,s) ~ (n,t)y (n,t) ~ (m',s"). Existen entonces k, ¢ € Z \ {0} tales que

ktm = ksn, {s'n = (tm’.
Si consideramos a = kt¢, entonces
as'm = (ktl)s'm = ¢s' (ktm) = 45’ (ksn) = ks(¢s'n) = ks({tm') = (ktl)sm’ = asm'.
Luego (m,s) ~ (m',s").

Antes de seguir hacemos la siguiente observacion: si d es un entero no nulo, enton-
ces = U pyes se tiene la igualdad dsm = sdm.



(I1) Veamos en primer lugar que la funcion suma esta bien definida. Si (m, s) ~ (m/,s’),
(n,t) ~ (n',t"), existen enteros no nulos k, ¢ tales que

ks'm = ksm', 0t'n = (tn'.
Veamos que (tm +sn,st) y (t'm’ +s'n’,s't'") son equivalentes. En efecto

tm+sn  kls't'(tm +sn) Lt (ks'm) +kss'((t'n) Lt (ksm') + kss'(Ctn”)

st - kls't'st - kls't' st N kls't' st
_ klst(t'm' +s'n")  t'm’ 4 s'n’
N klsts't! st

Una vez probada la buena definicién se siguen todas las propiedades:

= asociatividad: para todo %, %, € N,

m n x m un-+tx
—+(+-)=—+
S t u S tu
_ tum +sun+stx  u(tm +sn) + stx
- stu - stu
_tm+sn x
- st u
m n X
R

= conmutatividad: como M es un grupo abeliano y Z un anillo conmutativo,

m n tm + sn sn—+tm n m m n
—4-= = = — 4+ — V—,— €N).
s+t st ts t+s ( st )

Habiendo probado la conmutatividad, probamos la existencia de neutro e in-
versos solo a un lado:

0
m neutro: definiendo 0 := TM’
m Lo— 1m +s0 _m
1s S
para todo % € N.
. m
= inversos: dado " eN
m —m —sm + sm 0 0
o - =— =_-=0.
s + s 52 2 1

(1r1) Construiremos inversas mutuas N <— Q ®z N. Primero definimos

$: N > Q®zN, 1}1(%) =%®m.

Para esto, observemos que tal definicién no depende del representante elegido para

la clase de equivalencia %, pues si ¥ = %, entonces existe k € Z \ {0} tal que
ksn = ktmy

1®n—ﬁ®n—i@ksn—i@ktm—ﬁéém— 1®m

t ~ tks ~ tks ~ tks ~ tks s ’

La funcién ¢ es lineal, pues

m n tm + sn 1 1 1 1 1 m n
tp(;+?>f¢( ” )—§®tm+snf§®tm+§®snfg®m+?®n—lp(?)+lp(?).
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En la otra direccién, para producir un morfismo Q ®z M — N consideramos la
funciéon b: Q x M — N, b(r/s,m) = rm/s. Un calculo similar a los anteriores
muestra que es bilineal:

s'rm+sr’'m  rm  v'm

b(r/s+7/s',m)=b((s'r+sr')/ss'm) = — T T - b(r/s,m)+b(r'/s',m),
/ !/ / /
b(r/s,m+m') = r(mj"” — ”"*S”” _rem ;Srm =T T (/s m) + bl /5, ).

Se tiene entonces un morfismo
r rm

Por definicién . .
w(Z)=obom) -2

y ¢ también resulta la identidad pues coincide con esta tltima en generadores:

gb¢<£®m) :lP(@) =1®rm:£®m.

s s
O

Ejercicio 4. Sean M un grupo abeliano finito, p € IN primo y Gpe 1= U,>1 Gy < C*.
Pruebe que Homyz (M, G~ ) es isomorfo como grupo abeliano a

Mp] = {m € M : existe n € N tal que p" - m = 0},
la componente p-primaria de M.

Demostraciéon. Como M es un grupo abeliano finito, es suma directa de sus componentes
g-primarias para cada primo 4. A su vez M[q] es una suma directa de grupos abelianos
de la forma Z/¢'Z. Recordemos que Homz (U @ T, N) = Homz(U,N) @ Homz(T, N)
para toda terna de grupos abelianos U, T, N y por lo tanto, como M se escribe como una
suma directa finita, se tiene que

Homz (M, Gpe EB Homz (M]q], Gp~).

q primo

Dado un primo q # p, los elementos de M|[q] tienen orden una potencia de q. Los
elementos de G,~, por otro lado, tienen orden una potencia de p, que sera siempre co-
prima con una potencia de g. Luego Homz(M[q],Gp~) = 0siq # p y por lo tanto
Homz (M, Gp~) = Homz(M]p], Gp~). Escribiendo M[p] = Z/p"Z & --- ® Z/p™Z,
queremos ver entonces que

n
Homz (M, Gp~) = Homz(M[p], Gy~) = Homgz ( Pz/piz, Gpoo)
i=1
esisomorfoa Z/p"Z & - - - & Z/p™Z. Es suficiente entonces probar que
Homyz (Z/p"Z,Gpx) = Z/p"Z = Gpn

para cada n € IN. Ya sabemos en general que el grupo abeliano de la izquierda es isomor-

fo, como grupo abeliano, a los elementos de G,~ que tienen orden a lo sumo p". Estos son

exactamente los niimeros complejos z € Gy~ que satisfacen zP = 1, es decir, el subgrupo

Gpr. O
p



