ACCIONES DE GRUPOS
CLASE PRACTICA ALGEBRA II - 08/04/2025

VALENTIN NICO

RESUMEN. La idea de la clase de hoy es introducir la nocién de acciones de grupo, estudiar cier-
tos ejemplos y relacionarlos con la teoria de grupos que hemos desarrollado hasta el momento.

1. EL ABC DE LAS ACCIONES
Recordemos que en clases previas vimos el teorema de Cayley que nos dice que todo grupo
G es isomorfo a un subgrupo de las permutaciones de G, via un monomorfismo
G5 S(G)
g— g (=)

Esto trae consigo una moraleja: todos los grupos son (un subconjunto de) permutaciones.
Una pregunta que podemos hacernos es si sera cierto que G es subgrupo de algtn otro S(X),
para algin X. Sin embargo, previo a esto debemos preguntarnos si es que existe algin morfis-
mo de G en las permutaciones de X, para algun X.

Definicion 1. Una accién de grupos G ™ X es un morfismo de grupos 6 : G — S(X).
Veamos ejemplos:
Ejemplo 2. Convencerse de que las siguientes son acciones de grupos y calcular su nticleo:
(D) GNG,viaG i> S(G) definida anteriormente.
(D) S(X) ~X, via S(X) 5 s(x).
() GNX,viaG 4 S(X), el morfismo trivial.
(V) Z ~Z/nZ, via Z LR S(Z/nZ) donde 6(k) es sumar k modulo n.

Como vemos, los tltimos dos ejemplos de acciones tienen ntcleo no trivial y por ende no
necesariamente G es subgrupo del conjunto de permutaciones de X.

Definiciéon 3. Decimos que una accién es fiel si es un monomorfismo.
¢Cuanto falla G en ser subgrupo de las permutaciones?

Proposicion 4. Si 0 : G — S(X) es una acciéon G " X, entonces G/ ker(6) actia fielmente
en X. Reciprocamente, si H < G y G/H actta fielmente en X, entonces existe una accién
6y : G — S(X) con nucleo exactamente H.

Demostracién. Sea H < G cualquier subgrupo normal de G, como por ejemplo lo es ker(6).
Por propiedad universal del cociente tenemos una correspondencia

{0:G— S(X)|H Cker(0)} «— {6 : G/H — S(X)}.
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Esta correspondencia manda morfismos con ntcleo exactamente H en monomorfismos, con lo
cual obtenemos la siguiente biyeccidn:

{0:G—>S(X)|H=ker(0)} « {6 : G/H — S(X) | 6 es un monomorfismo}.

En particular, esto demuestra que hay una correspondencia entre acciones que tienen nticleo
exactamente H y acciones fieles en G/H. |

Ejercicio 5. Determinar cudntas acciones fieles hay de Z/nZ en un conjunto de 3 elementos
para cadan € N.

Demostracion. Como todos los conjuntos de 3 elementos estdn en biyeccidn, una accién de
Z/nZ en un conjunto de 3 elementos queda determinada por un morfismo 6 : Z/nZ — S3 y
por lo tanto basta estudiar los monomorfismos de grupos de Z/nZ en Ss. Por la Proposicion
anterior, estos se corresponden con morfismos de Z en S; con nticleo exactamente nZ. Como
un morfismo que sale de Z queda determinado por su imagen del 1, basta ver qué morfismos
mandan el 1 a un elemento de orden n en S;, para cada n € N. Es decir, basta contar los
elementos de cada orden en S;. Como S; = D5, basta contar los elementos de cada orden en
D5 y esto ies algo que ya hicimos! En consecuencia, tenemos que:

» para n = 1 hay una accién fiel,

= para n = 2 hay tres acciones fieles,

= para n = 3 hay dos acciones fieles.

Pareceria que encontrar acciones explicitamente no es una tarea tan sencilla. Sin embargo,
la siguiente observacidn es clave:

Observacion 6. Una accion de grupos G m X induce una operacién o : G x X — X, dada por
gex=0(g)x),

que satisface paratodo g,he Gyx X

(D) el elemento neutro actua trivialmente: 1 e x = x,
(11) es compatible con la multiplicacion del grupo: ge (hex)=(g-h) e x.

Esta re-interpretacién de las acciones de grupo es una version intrinseca al conjunto X;
mientras que la anterior es una versién global.

Ejemplo 7. Demostrar que el grupo Z actia en R x [—1,1] via
ne(x,t)=(x+n,(—1)"t).

Mostrar que esta accion corresponde con una accion 6 : Z — S(Rx [—1,1]) via 6(n) = ne(—).
Demostrar que esta accion es fiel.

Resulta que todas las acciones son exactamente de esta forma:

Ejercicio 8 (para el hogar). Dar una accién de grupos 6 : G — S(X) es lo mismo que dar una
operacién e : G x X — X en donde el elemento neutro acttia trivialmente y es compatible con
la multiplicacién del grupo, en el sentido de la Observacion 6.

En la versién de acciones como morfismos, la idea era estudiar para cada g € G una per-
mutacion. Con la versidn intrinseca tiene sentido preguntarnos qué pasa para cada x si multi-
plicamos por todos los g € G posibles.
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FIGURA 1. Representacién grafica de la accion Z ~R x [—1,1].

Definicién 9. Si G "X y x € X, la 6rbita G e x de x viene dada por
Gex={gex:geG}
La accién de G se dice transitiva si existe x € X tal que Ge x = X.

Se puede probar que las drbitas forman una particion de X. En otras palabras, tenemos una
relacion de equivalencia:

X~y < Gex=Gey.
y llamando X /G al conjunto de clases de equivalencia por esa relacién, entonces se tiene que
X = |_| Gex.
[x]eX/G

Veamos qué pasa si vemos al conjunto R x [—1,1] a menos de la relacién de equivalencia
inducida por la accidn. Es decir, qué pasa si identificamos a todo par de elementos que estén
en una misma Orbita:
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FIGURA 2. Representacién grafica de las érbitas de la accion Z ~R x [—1,1].

Ejercicio 10 (para el hogar). Definir una relacién de equivalencia ~ en [0, 1] x [—1, 1] cuyas
clases de equivalencia representen a la banda de Mobius y demostrar que hay una biyeccién
[0: 1] X [_1’ 1] ~ R x [_1: 1]

~ Z
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Del ejemplo anterior, uno estaria tentado a decir que los elementos de las 6rbitas quedan
determinados por un tunico elemento de G. Es decir, que la asignacién

O
G—Gex
g gex

es inyectiva (y en particular biyectiva). Una accién de este tipo se llama libre. Es f4cil verificar
que esto se cumple en el ejemplo anterior. Sin embargo, esto no es cierto en general (ipensar
un ejemplo!), pese a que la funcién 6, siempre es sobreyectiva. La falla en la inyectividad
vendra dada por elementos g # h tales que g ® x = h ® x. Esto ocurre si y solo si

g thex =x,
lo cual motiva la siguiente definicién:

Definicién 11. Dada G ~ X una accién y x € X, se define el subgrupo estabilizador de x
como
Ecs(x)={geG:gex=x}.

Efectivamente el estabilizador captura la falla en la inyectividad de 0, y, de manera anédloga
a lo que ocurre con el teorema de isomorfismos, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 12 (Orbita-estabilizador). Si G ~ X es una accién de G en X, entonces se tiene una
biyeccion

G/Eg(x) S Gex

g Eg(x)—>g-x
Corolario 13. Sea G un grupo finito actuando en un conjunto X. Entonces,

1G] =G o x||Eg(x)I.

2. PURO ACTING

Proposicion 14. Todo grupo G actda transitivamente por multiplicacion a izquierda en las
coclases G/H sobre cualquier subgrupo H < G.

Demostracién. Definamos una accién de G en el conjunto de coclases G/H, via
ge(x-H)=(gx)-H.
Estd bien definida porque si xH = yH entonces (gx)-H = (gy)-H siysolosi(gx)'(gy) €H,
lo cual es cierto pues x 'y € H. M4s atin, es accién de grupos pues
le(xH)=xH
y
ge(he(xH))=ge(hxH)=(ghx)H = (gh)e(xH).
Para ver la transitividad, basta calcular la 6rbita de 1H € G/H que coincide con
Ge(1H) = G/H.

|

La accién de G en sus coclases hace cuestionarnos: {ganaremos algun tipo de informacion
por ver esa accion de nuevo en la versiéon morfismo?
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Proposicién 15. Sea 6 : G — S(G/H) la accién inducida por multiplicacién en las coclases.
Demostrar que ker(6) € H y que H es normal si y solo si H = ker(6). En particular, la accion
no siempre es fiel.

Demostracién. Dado cualquier g € ker(6) se tiene que
g (xH)=(gx)H = xH
para todo x € G. En particular, gH = H y por lo tanto g € H. Por lo tanto,
ker(6) CH.

Es claro que H es normal si ker(6) = H. Reciprocamente, supongamos que H es normal. En
tal caso, dado h € H se tiene que

(he(xH)=xH, Yx €G) siysolosi(x thx € H, Vx € G).
Esta dltima afirmacién es equivalente a la normalidad de H en G. [ |

El resultado anterior muestra otro morfismo del cual un subgrupo normal es canénicamente
su nucleo. Finalmente, también generaliza la normalidad de subgrupos de indice 2:

Ejercicio 16 (Ejercicio 9, practica 3). Sea G un grupo finito y H < G un subgrupo cuyo indice
es el menor primo que divide al orden de G. Demostrar que H es normal en G.

Comentario: La demostracién del Corolario 13 usa el Teorema de Lagrange. Solo por ese
motivo, una demostraciéon del Teorema a partir de érbita-estabilizador, usando la accién de
un grupo en sus coclases, es circular. Una explicacién mds detallada de lo que esta ocurriendo
junto a una demostracion de Lagrange con acciones puede encontrarse en esta respuesta de
Math.StackExchange.


https://math.stackexchange.com/a/4754483

	1. El ABC de las acciones
	2. Puro acting

